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A Historia da Filtragem de Sinais
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1930 1940 1960
Filtro de Wiener Filtro de Kolmogorov ~ Filtro de Kalman
(continuo) (discreto) (linear e estendido)
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O gue caracteriza um sinal?

*Média
*Desvio Padréo ( volatilidade )
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Sinal com baixa volatilidade

1 Probabilidade
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Resolvendo Sistema Linear

Treinamento

Consultoria

Observar o seguinte sistema linear:

{5X1 +2X, =4

MzV

2% — X, =1

Para resolver seguem-se duas maneiras diferentes:

(1) Isolar x1 da primeira equacao e substituir na segunda.
(2) Transformar o sistema em matrizes e vetores.
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Primeira Resolucao (5x +2x,=4
2% —X, =1

(a) Isolando x1 na primeira equagao: - 4—2x,
=
5

(b) Substituindo na segunda equacao:

2(4—52x2j_x2 _d

(c) Substituindo x2 em x1 isolado em (a):

SOIUQéO: X1=§ Xz=%



Segunda Resolucao  [5x +2x, =4
2X — X, =1

Treinamento

Consultoria

(@) Transformar o sistema em representacdo matricial:

= Al

H_/H_/

A B

(b) Resolve-se agora o sistema: AX =B

MzV

(c) A solucédo deve envolver a inversa da matriz A, ou seja, Al

A*AX =A'B

(d) Como A1 A é matriz identidade a solucdo sera: X =A"'B

(e) No matlab basta: x=inv(A)*B
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No Matlab

== A4=[5 2; 2 -1 ]

Treinamento

Consultoria

MzV

>» B=B' <(m— B tem que ser transposto! OuB=[4; 1]

inw (&) *E
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Problema com dimensao de matrizes

Resolver sistema linear com mesmo nimero de linhas e colunas €
facil usando matlab. Mas quando se tem MAIS equacéo que incognita
a inversa da matriz nao é possivel.

(2% +X, =1
3%, +2%, =2 3 equacoes
[ X+%, =3 2 incognitas (x1,x2)

== oa=[z 1;3 2; 1 1]

>>= inwvia)
77 Error using ==> inv
Matrix must be zquare.




Meétodo dos Minimos Quadrados

Treinamento

Consultoria

A solucéo para o problema anterior € encontrar o vetor X mais proximo
possivel tal que o sistema AX = B seja 0 mais verdadeiro possivel!

Deve-se encontrar o vetor x cujo erro do sistema seja 0 menor possivel
ao quadrado. Por isso 0 método se chama MINIMOS QUADRADOS.

-
o
=

Exemplo:

reta de regressao linear °. Reta que mals Se
. ; aproxima dos
pontos amostrados

Os residuos dessa
diferenca séo os
menores possiveis
guando elevados ao
guadrado.

| b=tangente(angulo) |

e | angulo
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A Estimativa do Método dos Minimos Quadrados (MMQ)

Treinamento

Consultoria

Seja

AX =B

—

ATAX = ATB

—

(ATAJ"(ATA)x = (ATA]".ATB

- )
e
identidade

MzV

Logo, para encontrar o vetor X mais proximo possivel da solucéao:

X =(ATA)'ATB
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Aplicacao dos MMQ a medidas

Treinamento

Consultoria

Imaginar que duas variaveis foram acompanhadas por 3 dias e tiveram
seus valores relacionados na tabela a seguir:

MzV

medidal medida 2
0,10 13
0,18 22
0,28 36

Suponha que exista a seguinte relacéo entre as medidas:

medida, xk = medida,

Como estimar k?
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Solucao via MMQ
0,10k =13
0,18k =22
0,28k =36

Treinamento

Consultoria

Sistema com 3 equac0es e 1 incognita

MzV

Neste caso as matrizes A e B serao:

0,10 13
A=|0]18 B=|22
0,28 36

Entéo, lembrando que o x nesse problema é o valor de Kk e:

X =(ATA)'ATB

Qual a solugao?
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Solucao

01
(a) A'A=(01 018 028)[018}—01208
0,28

Treinamento

Consultoria

Mz V

01
(D) A'B=(01 018 028)[018]_1534

0,28

AsSIm,

k = L15,34 ~127

0,1208
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A Solucao Numérica

Treinamento

Consultoria

== A=[0.1; 0.18; 0.28]:
== B=[13; £2Z; 36]:
= K=inw(4'*h) Fh'FE C—

MzV

E =

l26.98645
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Estimativa de parametros - Ajuste de Funcao

Dada uma tabela de dados {X: X% XB}
YOI ¥ Y, Y

Deseja-se encontrar a melhor funcéo linear que ajuste y aos valores de x:
Yy =C, +C,X

Observando que os dados séo inseridos na funcao da seguinte forma:

y(1) = Co +CX(1)

O sistema a ser resolvido é:

1o Y1
1 X,




Exercicio

Fazer um programa para entrar com n valores de x e de y e no final
0 programa deve ajustar a funcéo linear pelo método dos minimos
guadrados. Use como exemplo a tabela a seguir:

X 0 3 6

Treinamento

Consultoria

Y 1 4

MzV

clear
n = input('dgtde de parez de walores

Solucéo

Afi,2)=input('wvalor de x='}; coeficientes =
Eli,l)=input('valor de ¥='):

oo S M e LD e —

1.33533
0.6667
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Exercicio

Modificar o programa anterior para fazer o grafico dos pontos da
Tabela e dos pontos da reta ajustada y(i) = c0 + c1* x(i)

clear
n = input('gtde de parezs de walores =

Treinamento

Consultoria

for i = 1:n
Afi,1)=1:
Aii,Z)=inputi'valor de x='};
E(i,l)=input|'wvalor de y='};

MzV

L e = s L e

i S
D R — OO OO

FONCAD AJUSTADL

R
o0 h

for i=l:n
Yiil=coef(li+coef(2)%A(1,2);
end

JE—
[Lu i

b2
=

ploc(a(:, &), B,'.c' Al 2),¥,'-b']
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Solucao

5.5¢

5

4.5

4

3.5

3

2.5

2

pontos da tabela

T

T RETA AJUSTADA




Estimacao Recursiva

Treinamento

Considere o problema da estimativa de uma constante escalar nao
Aleatdria baseada em k medidas anteriores, corrompidas por ruido:

Consultoria

MzV

Z. = X+V, 1=1.23....k

onde vi € ruido branco gaussiano ( média zero e desvio padrao fixo).

Qual a melhor estimativa para x?
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A média € a melhor estimativa para x!

Treinamento

Consultoria
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k+1
2.7
A =1
X e
k+1 k 4 1
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Deve-se manipular os termos para deixar a estimativa sempre em funcao

ﬂ E das medidas anteriores:
i
i K
= )2k+1 :—kll(zzi +Zk+1j
+1\
> =1
o
- 1 (k&
=—| — ) 7. +1Z
k+1(k; ! k”j
% média
1 1 (k
E - m Zk+1
L
:
k $ Zk+1
g K+ k+1
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Somando-se e subtraindo

A

Xg

k+1
X ——E—X +—E—ﬁ +—£—z 4
LK1 k+17f k+17Y k+1
\ Y J
R 1 R
k k—|—1( K+1 k)



Estimacao recursiva de variaveis

1
H
G5
-
- 1
= < G Y
B = X Kk 1'(Zk+1 Xk)
CL;anF{o d; Informacao ainda
Sistema ~ N9° utilizada
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Exemplo

Estimar a constante “a=10" com ruido de medida v (média = 0, desvio=5)
para 100 medidas de “a”.

Treinamento

Consultoria

> — clear all

ol — ole

E S5CONSTANTE A SER ESTIMADA
— a=10;

% MEDIDAS COM ERERO
— z=a+a*randn(100,1) ;

% EIXZD DO TEMPO PAFA GEAFICO
— t=1:lengthiz):

J W =1 on s L Bk

-
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Programando a férmula do minimos quadrados recursivo:

i
i
UE 10
11 5 ESTIMACAO BECURSIVA
- 12
o 13 — xi{1l)==zi(1):
= |REY
15 — for i=l:lengthiz)-1
16 — x{i+l)==ii)+iz(i+1)-xi(i) )/ (1+1)
17 — end
18 — plotit, =)
19

%
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Para “"'n” simulacoes

Treinamento
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20
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Comparando com as medidas

20 I I I I — I " I I T

Estimado

18

Treinamento

Consultoria

16

14

12—

10

-
o
=

g 4

; :

g 00 * 1|0 2|0 .'jl) 4-|0 5|0 6|0 : Tll) : Sll) 9|0 100
Y

o 15 — for i=l:lengthiz)-1

E 1l — §:i+1]ix:i]+:z:i+1]—x:ijJf:i+1j

8 17 — end

; 18 — plot(t,%x,t,2,"'.t")

19 — grid




Por que usar a distribuicao gaussina?

*Segundo o teorema do limite central, todas convergem para a normal
para um numero grande de pontos.

Treinamento

Consultoria
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Teorema do Limite Central NORMALIZACAO
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Para uma unica variavel

ﬁ; g ‘Média: (x—X)2
. S A - 2 -
E;E *Variancia:o e 20°
55 f(x) =
270 °
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Para duas variaveis — Distribuicao Espacial

R
[(x-%) (y-9)](o%) 1{@_7)}
e 2
f(xy)=
Média de x: X
Médiadey ¥

0,030

. N 2
Desvio Padrao de x: O,

: ~ 2 :
Desvio padrao de y: O’

=
(=}
B
[/
-
I
e

L1

Covarianciade x e y:afy

Correlacdo de x e y: o,
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Mas a Covariancia € uma matriz (P)

*E necessario uma correcdo na formula pois,

2
, o, po,0,
P=o, = ,
po,0, o

A funcéao gaussina corrigida para duas variaveis

[(x-%) (y-9)] P [Ex_fﬂ

2

\/E‘P‘UZ

(X, y)=—

onde | P | é o determinante da matriz de covariancia



Problema

E % * E se as variaveis forem vetores de dados com sinais do tipo:
X
> =l
ol X, |
- A covariancia seria:
[ 2 A
o P120:9,  --- Pin010,
2
| P12010, O,
P—
2
\ On )

Impraticavel! Todos os sinais teriam que serem armazenados
em gigantescos bancos de dados para o calculo no fim.

Solucéao: Filtro de Kalman
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Como o filtro de Kalman estima variaveis?

il
Sl
i
il
T
A,
I,
AN
A

i)
M
T i !
A g
B VI g
X "“":“’t‘“\\““:‘:‘:‘:‘\\‘g ) i :O‘\\
1 Gl ézz’lz’zz'é;:::‘ f:‘:"““ ““““‘\\‘\\ “:\:\\
R
X = %2
L Xn .
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Algoritmo Esquematico

Trabalha com dados

Equacéao de Propagacaag

Equacéao de Atualizacag

Equacao de Covariancia

Satélite

Equacéao de .
Atualizacdo "+

Equacao de .,
Atualizacao” *+2

Kk

|
k+1

Equacao de -
Propagacdo **

Equacao de,
Propagacao “+2

k+2

Equacéao de,
Propagacéo *3

tempc



Algumas Definic¢oes

*\VVariavel de Estado (x)

- Representa a variavel de estudo do modelo matematico para a
previsdo dos dados futuros. Ex: temperatura, salinidade.

- O filtro linear usa modelo linear.

- O futuro é o presente com alguma correcao e corrompido por ruido w,.

X, = AX, +Cam,

*Variavel de Medida (z2)

- Variavel que simula a aquisi¢éo dos dados de um sensor.
- Para o filtro linear o modelo de medida € linear com ruido v, do sensdr.

Z, = HX, +0,

*Propagacéo ( do estado ou da covariancia )
- E a simulacao do que se espera de dados futuros baseados em k dadog.
- Utiliza um modelo para a previsao.

«Atualizacéo ( do estado ou da covariancia)

- E a correcdo da previsdo usando os novos dados coletados pelo sensor

MARCO ANTOMNID LEONEL CAETANGD




Assumir

3 é 1. O estado é corrompido por perturbacéo do tipo ruido
E E branco gaussinano com media zero e covariancia Q (matriz
= para todos os valores propagados e atualizados).

- o 0 .. 0

o8 0 o2 0 O

= Q= . ¥ .

0 0 0 &
2. A medida do sensor é supostamente corrompida por ruido
branco gaussiano com média zero e covariancia R.

o, 0 .. 0
R 0 o, 0 O
0
0 0 0 o}

MARCO ANTOMIO LEOMEL CAETAMNG




Propagacoes

*Propagacao do Estado (a priori)

Treinamento

;
:

Qual a melhor estimativa? A média! As barras representam a
media.

Xesg = A% +Co,
w € 0 ruido branco do estado

MzV

—

K = AX,

*Propagacédo da covariancia do estado (a priori)

I:)k+1 = (Xk+1 B )—(k+1 )(Xk+1 B )—(k+1 )T

P = |.A(Xk — Xy )"’ Cao, ][A(Xk — Xy )"‘ Cao, JT

P.,=APA"+CQC'

MaRCO ANTOMIO LEQOMEL CAETAMNG




Atualizacoes

«Atualizacao do estado

- A melhor estimativa de x, quando se tem medida z, é aquela que
minimiza o termo do expoente da distribuigdo gaussiana.

_ 1 | (x=X)
_ pl
IOy L oied

e 2 Isso é desejado!
f(xy)=

\/Z‘P‘UZ

Colocando a medida na distribui¢do gaussiana:

Treinamento

;
:

MzV

_I:H—H.::.'}T(E—H.r}

J(2m)R
Deseja-se minimizar

J=(z—Hx)TR z— Hx)/2

flzlx) ==

Ou,

MaRCO ANTOMIO LEQOMEL CAETAMNG
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Isso leva a sequinte relagado

H'FY{z—Hx)=0

Treinamento

Consultoria

Isolando o estado x para sua estimativa

MzV

fpastﬂ*rfcrri - (HTR_:LH:} _1HTR_1E

Usando a mesma idéia do minimos quadrados recursivos para novas medidas
chega-se a sequinte equagdo de atualizagdo

P prioriH T
R

A posteriori priori

X, =X,

Zk o H)’Zk priori)

z
3
:
:
8
:




«Atualizacdo da covariancia

A melhor covariancia P quando se tem medida z, € aquela que
zera o erro entre medida e variavel:

erro = (x — gposterioi)

Cuja medida estatistica esta na matriz de covariancia (a barra significa média):

D = {I _ fﬁmtﬂﬂﬂ!}{x_ f:ﬂﬂ.ﬂ'tﬂﬂﬂ'!}

A melhor estimativa é conseguida substituindo a relacdo de atualizacao

~ posteriori

Xk do estado na equacao acima. A relacéo linear que surge é:
P prioriH T
HPprioriH T 4 R

P posteriori __ P priori

MARCO ANTOMIO LEOMEL CAETAMNG

A matriz R é a inversa da matriz de covariancia do erro
do sensor de medida.
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O Filtro de Kalman

Priovi = ( =) Posteriori = ( +)

Equacao de Propagacao:

A\ — /\+
X = /A\.Xk_1 propagacéo do estado

Pk_ = A P;_l_AT —+ CQCT propagacao da covariancia do estado

Equacao de Atualizacao:

Kk = Pk_HT(HPk_HT 4 R)_l ganho do filtro

+ —_ — . ~ . N .
Pk — Pk _ Kk' H. Pk atualizagc&o da matriz de covariancia do estado

f(“l: = 5\(; + Kk'[zk — Hj\(;] atualizagéo do estado
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Quando o Filtro Falha

1. Modelamento errado do estado
- Se a matriz de perturbacao Q do estado for mal dimensionada em

relacdo ao problema real o que acontece?

Ricr1 = AR +AKy [y —HRi
N\

Y —

Modelo Medida

P =AR ;AT +CQCT
—uT(uo-uT 1
Kk =PkH (HPkH +R)7

N & =% +Ky (v =H&K )
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Resultado

3 4

3 4

3 4
Sinal real

10



2. Se 0 ruido de medida € muito menor que a perturbacao no estado,
ou seja, se R<<<Q.

Consultoria
Trafrurmento

Significa que o sensor é totalmente confiavel, pois:

RIL{ = KT = Ofiltronéo filtra, acompanha as medidas
de perto, pois sdo confiavies!

-
o
=
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3. Se 0 ruido de estado € muito menor que o ruido de medida,
ou seja, se Q<<<R.

Significa que o sensor nao é confiavel, pois:

Q J = KJI = Ofiltrosé usa o modelo e filtra tudo.
Abandona as Medidas, pois K0!




4. Se a matriz de covariancia da perturbacao do estado inicial P(0) for
muito baixa.

Ela significa a memoria do filtro. Se P(0) e baixa, o filtro ndo
tem “memoria” e demora a “enxergar” acontecimentos futuros.

Treinamento

;
:

MzV

P(0) muito baixa

P(0) ideal
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Caracteristica ideal da covariancia do estado P,

Treinamento
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Covarianica do erro de localizacdo horizontal
(Takemasa, Shozo, 2007, pag 3849)

ERRO NO MODELO
(a) HORIZONTAL LOCALIZATION SENSITIVITY

Treinamento

Consultoria

™
 Se+20- : L ~ — = 11x11x7 H3.0,V2.0
= = 3 I
L Be+204 \1 IRy ey j"‘"" — 213%21%7, HE.0V2.0

- J1xu31x7,HI.0V2.0

— — 41x41x7,H12.0,V2.0

?l.mr BHAY 11MAY 1BMAY 21 UAY BEMAY

DATE
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O problema da estimativa da temperatura simuLAcAO

Level:31 Variable:T Member:ASP Date:2004/08/29/12UTC

Treinamento

Consultoria
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*Dados de temperaturas na localidade dos sensores (satélites, PCD,etc)
*Dados com ruido.

*O que se desejava?
- E possivel estimar os dados em tempo real?
- E possivel fazer uma previsio confiavel com
boa antecedéncia?

*Solucao: Filtro de Kalman
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Sensores — radiosondas (Takemasa, 2010)

OOOHR T850 BIAS (ABC-4DV)

Treinamento

Consultoria
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Modelos

Coefficient
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Modelo Utilizado

s (00 [N

o1

X ., = AX, +Ca,

Fez —se uma hipotese que A = 1.

Fez-se a suposicao que C =1.

O valor de H =1 pois s6 tem um sensor de temperatura.
A perturbacao aleatéria no estado (temperatura) foi Q=
0,5°C.

O ruido no sensor foi suposto de 10°C, ou variancia
R=100.

A matriz de covariancia inicial da perturbacao do estado
P(0)=40.

Finalmente, foi dito ao filtro que a temperatura inicial foli
X(0)=0 °C, para obrigar a ter uma alta imprecisao e fazer
um aprendizado rapido.

O tempo final de simulacao para aprendizado e filtragem
foi de t = 100.
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Filtro

Equacao de Propagacao:
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Simulando os dados do sensor

T T
real(i) = 16 — 1,23 cns(—) — 0,865en (—) + Sew

350 350

onde w é ruido branco com média zero e desvio padrao 1

T o=1 hon s W RO

clear all

for i=1:100
real (i)=16-1.23*cos (pi*i/350)-0.86*3in(pi*i/350) +5*randn;




Inicializando o filtro

Treinamento

Consultoria

e i e e m e e e n e matriz de covariancia do estado

MzV

3, covariancia do ruido do estado

R Y covariancia do ruido de medida do sensor
- FE=100;

i i s e s s s aa s tempo de filtragem do FE
- tempsimul=100;
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A caixa do Filtro de Kalman

— [Ifor i=Z:tempsimul

Treinamento

Consultoria

- tii)=1i;
% { PROPAGAGLD}
:, T e e
- *piij=a*xali-1);
o - piij=a*paii-1) *at+c*sigmal*c;
E e i e i e e e
% {ATUALIZACAD}
- EE({i)=p (i) *H/ (H*p (1) *H+R) ;
- paii)=pii)-EE(1) *H*p(1):
- xa(i)=xp (i) +EE(i) *(z(1)-H*xp(i)):

‘:.;======================= GRAF I|:|:|S B
- plotit,z(l:tempsimul),'-b',L,xa,'-')
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A Covariancia do estado (temperatura)
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O filtro de Kalman “aprendeu” com 20 dados!!

z
3
:
:
8
:




Cenario 2: Sensor com mais ruido — Sinal mais
filtrado

Treinamento

;
:

30

erro = 22,36°C
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medidas menos

Confiaveis !
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Cenario 3: Covariancia com maior incerteza
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Cenario 4: Ruido de sensor super-baixo

30

Treinamento

Consultoria
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R=1
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Esquece o0 modelo pois

a melhor estimativa é a
medida do sensor
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