Modelagem de indice Quantitativo para previsdo de

“crash” em bolsa de valores

l.  Introducao

Esse estudo tem como objetivo a constru¢do de um indice para previsdo de crashs nos
indices de bolsa de valores. Através do estudo da volatilidade dos principais papéis que compde
os indices ao longo do tempo e de um modelo baseado em equages diferenciais, serdo feitas
andlises das previsfes tedricas comparando-se 0s resultados com os dados reais dos papéis
que compdem o indice em questdo. No primeiro instante desse estudo serdo introduzidas
nocdes das ferramentas béasicas que serdo usadas nessa avaliacdo parcial, assim como a
exposicdo de programaces realizadas através de VBA, componente disponivel no Microsoft
Excel®.

Serdo introduzidas nesse relatério no¢des de equagdes diferenciais ordinérias, métodos
numéricos para a solucdo de sistemas de equagbes diferenciais, assim como suas variantes
para solugdes mais complexas e nocdes de estabilidade para o estudo de pontos criticos de um
sistema de equacdes diferenciais. Serdo apresentados exemplos como forma de aplicacdo do

estudo de sistemas dinamicos.

l.  Nocdes de Equacdes Diferenciais

Muitos dos fendmenos fisicos existentes sédo explicados por algumas relagdes, algumas
vezes com influéncia de outros acontecimentos externos, outras simplesmente através de uma
taxa de crescimento ou de transformacéo. Essas transformacdes podem ser explicadas por
equacdes diferenciais, onde, para explicar taxas e reagfes para as mudangas temporais, essas
equacdes contém derivadas. Na area de ciéncias econdmicas ndo é diferente, sendo que alguns
dos acontecimentos podem ser de certa forma modelados através de equagdes diferenciais,
como um modelo monetério para a determinacéo da taxa de cambio de um pais ou um modelo
para o ajuste das transacdes correntes dessa economia.

Uma equacdao diferencial ordinaria, por exemplo, é sempre do tipo:



dy
= _ it
ot (ty)

Um exemplo de equacao diferencial ordinaria é a equacéo diferencial linear conforme a forma

explicitada abaixo.

ﬂ:ay+b

dt

Nessa equacgao, “a” representa a taxa de crescimento e “b” um termo adicional constante
nas taxas futuras.
Para a solugdo analitica de uma equagédo diferencial de primeira ordem, o primeiro e mais
simples método, conhecido como o método de separacao de variaveis, leva em conta as partes
da equacdo que dizem respeito & mesma incégnita. Elas devem ser isoladas em torno da
igualdade, e depois, essa igualdade deve ser integrada em ambos os lados da equacgdo,
determinando assim, qual é a solugdo em termos da incognita principal. Exemplificando a seguir,

dado uma equacao do tipo:

dy _

a

Deve-se agora realizar o processo para a solugdo analitica dessa equacédo diferencial:

dy
—=y=
a )
Ly
y

=dt=
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O trabalho de iniciacdo cientifica em questdo utilizara equacdes diferenciais mais
complexas e de ordens superiores. Essa forma de resolugéo se torna extremamente complicada
de ser utilizada em alguns desses modelos. E necessaria, nesse caso, a utilizagdo dos métodos

numeéricos de integracao, propostos nas sec¢fes seguintes.

lll.  Meéetodos Numeéricos para Integracéao

O inicio desse estagio consiste em realizar o estudo e a programacgéo em VBA de alguns
métodos numéricos para obter solu¢des para problemas de valor inicial. Inicialmente foram
abordados dois métodos: o método de Euler e o0 método de Runge-Kutta de quarta ordem e
passo fixo.

O método de Euler é o mais antigo e mais simples método de aproximagdo numérica

conhecido, ele é expresso pela equacao:
yn+l = yn + f (tn’ yn)(tn+l _tn)

Onde n=0, 1, 2,...e f(t,,y,) é a equagdo diferencial a ser resolvida. Nessa equacdo da

aproximacao é assumido que ha um passo de integracdo de valor constante, e consiste em
calcular diversas vezes essa equacdo usando o resultado obtido para o proximo valor, e assim
sucessivamente, obtendo uma sequiéncia de valores que o aproximam do valor da solugéo para
a equacao diferencial utilizada em cada um de seus pontos.

No caso de uma programagdo computacional (em especifico aqui o VBA) para esse

método, temos o seguinte algoritmo:

Fori=1Ton
y(i + 1) =y(i) + h*f(t, y(i)
t=t+h

Next i

Onde h é o tamanho do passo, h é 0 nimero de passos e f(t,y(i)) € a funcdo para a equacao
diferencial atrelada a um contador i.

Outro método existente € o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Esse método parte
das mesmas premissas do método de Euler, onde ha uma equacgéo que, calculada quatro vezes

através de um valor inicial, realiza uma aproximacéo para a solugdo analitica. Porém, esse




método é trés vezes mais preciso que o método de Euler, devido ao seu erro de truncamento

local proporcional a h®. A formula desse método envolve uma média ponderada de valores da

funcdo em pontos diferentes dentro do intervalo de tempo de cada passo. A formula é dada por:

v =yt h(km +2K,, +2K,5 + knAJ

6

onde:

knlzf(tn'yn)
1 1
k,=flt +=h, =hk
n2 (n+2 yn+2 nlj

1 1
k,=f|t +=h, =hk
n3 (n + 2 yn + 2 nZJ

Ky, = f(t,+hy, +hk.,).

Aqui, como feito para o método de Euler, tem-se a programa¢do computacional em VBA
para esse método. Segue abaixo o algoritmo:

Fori=1Ton
K1 =1(t, (y()))
k2 =f((t+ (h/2)), (y(i) + ((h* k1) /2)))
k3 =k2
ka4 =f((t + h), (y(i) + (h * k3)))
yi+1)=y(i)+(/6)*(kl+2*k2+2*k3 +k4)
t=t+h

Next i

Onde mais uma vez n representa 0 nimero de passos que serdo dados, h representa o
tamanho do passo e f(t,y(i)) é também a funcdo para a equacgdo diferencial atrelada a um
contador i. As variaveis k1, k2, k3 e k4 sdo as avaliagbes da equacéo diferencial ordinaria para
espacos de tempo diferentes.

A seguir alguns exemplos que demonstram ambos os métodos comparados as solugdes

analiticas, assim como o erro percentual de cada um deles comparados as solugdes analiticas.




d
Dada a equagéo diferencial d_>t/ =Y, apresenta-se abaixo o grafico da solugdo por

ambos os métodos de integracdo (Euler e Runge-Kutta) e também pela solucdo analitica, que ja

foi mostrado anteriormente que é: y = e".
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Figura 1 — Comparacao entre os métodos de Euler e Runge-Kutta

Foi observado ap6s a obtencdo dos resultados (como mostrado na Figura 1) que a
solucdo pelo método de Runge-Kutta, como citado anteriormente, por ter um erro de
truncamento menor, foi muito mais precisa que a solugéo pelo método de Euler. Na Figura 2 e na
Figura 3 sédo mostrados os calculos dos erros percentuais de cada um dos métodos em relagéo a

solugédo analitica.
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Figura 2 — Erro percentual do Método de Euler em relagéo a solugéo analitica

Erro percentual do método de Runge-Kutta
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Figura 3 — Erro percentual do Método de Runge-Kutta em relacéo a solucao analitica

O que foi observado apds a programacgédo do método e a obtencéo de resultados para a
equacao diferencial proposta, foi que o método de Euler divergiu em 26,43% da solugdo analitica
(Eigura 2) da equacgdo para uma sequéncia de 50 valores com passo igual a 0,1, enquanto o
método de Runge-Kutta (Figura 3) ndo chega sequer a um erro de 0,5% quando é solugdo para

a mesma equacdao diferencial para a mesma seqiiéncia e passo.



IV. EquacOes Diferenciais Lineares de Ordens

Superiores

Equacdes Diferenciais Lineares de Ordens Superiores possuem uma grande importancia
para o estudo pois sdo mais representativas para fendmenos cientificos. Da mesma forma que
as equacdes diferenciais de primeira ordem, as equacgfes diferenciais de ordens superiores
traduzem geralmente algum fenémeno que sofre mudancas temporais. Porém, a solugédo de
problemas que tratem da oscilagdo e dos movimentos ciclicos e ondulatérios somente sera
possivel utilizando-se o0 método de Runge-Kutta de quarta ordem com passo fixo.

Uma equacéo diferencial de segunda ordem, por exemplo, é expressa por uma fun¢éo do tipo:

d’y dy)
= f tv [
dt? ( y dt

Ou, sendo outra maneira de representa¢do, também pode ser expressa como:

y'=f(ty;y)
Onde:
_dy
-
d2
Y= dt?

A equacao diferencial ordinaria de ordem superior ¢ dita linear se a funcéo f tem a forma:

=9~ pO L -a)y

Para a solugdo de uma equacao diferencial desse tipo, é necessario propor como hipétese uma
solugdo do tipo Yy =e", onde r é um parametro a ser determinado. Com isso tem-se que
y|: r.ert e yn: rZert )

Dada uma equacéo diferencial genérica:



ay'+by'+cy =0

Tendo essa equacdo coeficientes constantes arbitrarios, deve-se substituir a solugdo proposta

nessa equacao, onde se tem:
2 rt
(ar +br + c)e =0

Determinando as raizes desta equagdo e admitindo que sejam reais e distintas, temos I, e I,

como raizes desta equacao. Essa equacao é conhecida como polindmio caracteristico.

Sendo como solugdes do sistema:

Y (t)= e™ e Y, (t)= e

Utiliza-se do teorema que afirma que uma combinagéo das duas solu¢des com algum coeficiente
atrelado também é solugdo da equacao diferencial proposta. Logo, a solu¢éo a seguir também é

solucdo da equacéo diferencial:
y(t) = Ke™ + K,e™

E os coeficientes (K, e K, ) s&o obtidos através de um problema de valor inicial.

V. Escrevendo uma Equacao Diferencial Linear de

ordem “n” em um sistema de “n” equacdes

diferenciais de primeira ordem

Serd abordado nessa se¢do o método de transformagcdo de uma equacao diferencial
linear de ordens superiores em um sistema de “n” equacdes diferenciais de primeira ordem. Esse
tépico é muito importante para a proposta no que diz respeito a programacdo computacional
para esse trabalho. O fato de transformar as equacdes diferenciais de ordens superiores em um
sistema de equagOes mais simples faz com que seja possivel a adesdo dessa solugdo ao

método de Runge-Kutta de quarta ordem e passo fixo abordado nesse trabalho.



Suponha como exemplo a equacao diferencial de segundo grau que sera utilizada
posteriormente, que descreve o movimento harménico simples com amortecimento.
Considere a seguinte equacao diferencial de segunda ordem com a representacéo de

Leibiniz:
y'+y'+9y =0
Definimos assim as variaveis que serdo utilizadas para a montagem do sistema de

acordo com o método de transformacdo da equacéo diferencial em um sistema. Primeiramente,

devem-se renomear as variaveis do problema da seguinte forma:

{Xl =y
X, =Y
Entdo, deriva-se as duas variaveis renomeadas:
{ Xllz yl
XZ I_ yII
Posteriormente, substituindo-se y’, tem-se:
{Xllz X,
X2 I: yII

Mas y” é a prépria equacéao diferencial, ou seja:

{ X,'= X,
X,'=-y-9y

Logo, pode ser montado o sistema que possibilita a adaptagdo ao método de Runge-Kutta de

quarta ordem e passo fixo para a solugdo da equacéo diferencial:



VI. Método de Runge-Kutta na solucdo do sistema

de Equacdes Diferenciais de Primeira Ordem

Esse tdpico do estudo consiste em utilizar-se do método numérico de Runge-Kutta para
a solugdo de problemas de Equacgbes Diferencias Lineares de ordens superiores quando
transformadas em um sistema de “n” equacdes diferencias de primeira ordem, onde “n” é o
tamanho da ordem da Equacéo Diferencial Linear a qual é transformada. Com isso, 0 método de
Runge-Kutta, opera da mesma forma que utilizado anteriormente no estudo, e isso o possibilita
resolver sistemas de ordem superior.

Através da programacdo em VBA para resolver sistemas de equacdes diferenciais,
pode-se obter solu¢des para esses sistemas de equacdes de maneira mais rapida. Segue abaixo
o algoritmo da programacéo para o metodo de Runge-Kutta de quarta ordem aplicado a solucéo

de um sistema de equag0es diferenciais de primeira ordem:

Do While t <= tf

k11(1) = fx1(t, x1(), x2(i))

k12(2) = fx2(t, x1(i), x2(i))
dx(1) = (x1(i) + ((h * k11(1)) / 2))
dx(2) = (x2(i) + ((h * k12(2)) / 2))

k21(1) = fx1((t + (h / 2)), dx(1), dx(2))
k22(2) = fx2((t + (h / 2)), dx(1), dx(2))
dx(1) = (x1(i) + ((h * k21(1)) / 2))
dx(2) = (x2() + ((h * k22(2)) / 2))

k31(1) = fx1((t + (h / 2)), dx(1), dx(2))
k32(2) = fx2((t + (h 1 2)), dx(1), dx(2))
dx(1) = (x1(i) + (h * k31(1)))
dx(2) = (x2(i) + (h * k32(2)))

k41(1) = fx1((t + h), dx(1), dx(2))
k42(2) = fx2((t + h), dx(1), dx(2))




X1(i + 1) = x1(i)) + (h / 6) * (K11(1) + 2 * k21(1) + 2 * k31(L) + k41(1))
x2(i + 1) = x2(i) + (h 1 6) * (k12(2) + 2 * k22(2) + 2 * k32(2) + k42(2))

Loop

Aqui h é o tamanho do passo, tf € o tempo final, x1(i) e x2(i) denotam os diferentes
valores das solucdes e fx1 e fx2 sdo as funcbes do sistema de equagOes diferenciais, onde
nesse caso tem ordem igual a dois. Em termos computacionais fx1 e fx2 sédo as functions da
programacgdo. Uma function € um instrumento para a programacdo computacional em VBA o
qual é usado para recuperar a funcdo matematica a ser utilizada no célculo das solu¢des das
equacdes diferenciais através dos métodos numeéricos.

O exemplo abaixo resolvido com a utilizacdo do método numérico € um Movimento Livre
N&o-Amortecido, onde se trata, por exemplo, do ciclo de um corpo acoplado a uma mola, dado
que ndo haja forgas externas e amortecimento. Nesse exemplo, o problema de valor inicial

proposto é o seguinte:
Exemplo 1:
E proposta a seguinte equacao diferencial:
y'+9y =0

Onde as condigdes iniciais dadas s&o: y(0) = % e y(0)=4.

Ap6s o desmembramento em duas equacdes de primeira ordem dessa equacdo

diferencial de segunda ordem:

—
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Onde as condi¢des inciais agora se referem ao novo sistema, sendo elas definidas agora
10
como: X, (0) = 3 e X,(0)=4.

A solucéo do sistema através do método de Runge-Kutta é mostrada na figura 4, onde é
observado que a massa oscila de um lado para o outro em torno de sua posi¢éo de equilibrio.

Esse movimento é conhecido como Movimento Harmdnico Simples.

4,0

Movimento Livre Nao-Amortecido

AN
ATRTRTAIR

-4,0
0 2 4 6 8 10 12
Figura 4 — Movimento Harmdnico Simples
Exemplo 2:

Esse segundo exemplo trata-se do mesmo problema acima, todavia, agora, ha um
amortecimento na mola, que faz com que ela oscile ao longo do tempo parando finalmente na
sua posicao de equilibrio. Dada a equacéao diferencial:

y'+y+9y =0
o - 10 .
Onde as condicdes iniciais dadas s&o: y(0) = 3 e y'(0)=4.

Ap6s o desmembramento em duas equacdes de primeira ordem dessa equacdo

diferencial de segunda ordem:



X'=Y'=X
X' =Y'=-9x - X,

Onde as condi¢des inciais agora se referem ao novo sistema, sendo elas definidas agora
10
como: X,(0) = 3 e X,(0)=4.

A solucéo do sistema através do método de Runge-Kutta € mostrada na figura 5, onde é
observado que a massa oscila de um lado para o outro em torno de sua posi¢do de equilibrio,
porém, agora, com essa oscilacdo sendo reduzida por um freio, o que faz com que a massa

chegue ao seu ponto de equilibrio.

Movimento Livre Amortecido
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Figura 5 — Movimento Livre Amortecido

Nesse caso é observado que o corpo demora a chegar ao seu valor de posi¢do de
equilibrio. Isso se deve provavelmente ao fato de o movimento estar sub-amortecido, ou seja,
trata-se de uma fraca resisténcia em comparagdo com uma mola relativamente forte ou uma

grande massa.



Exemplo 3:

Esse modelo trata-se de descrever a relacdo entre duas espécies que vivem em um
mesmo meio-ambiente. Uma delas (o predador) se alimenta da outra (a presa), enquanto a
presa se alimenta de qualquer outro tipo de comida. Ha algumas hip6teses que devem ser feitas
para a construcdo desse modelo de interacdo entre as duas espécies: A populacdo de presas
aumenta a uma taxa proporcional a taxa atual na auséncia de predadores. A populacdo de
predadores vai a extingdo na falta de presas e, a Ultima delas, o encontro corriqueiro entre as
duas espécies tende a frear o crescimento da populagédo de presas e a acelerar o crescimento
da populacédo de predadores.

Dadas as equacdes diferenciais:

dx
—=x(1-05
m ( y)

3—{ = y(-0,75+ 0,25x)

onde a primeira equagao representa a dindmica da populagéo de presas e a segunda equacéo, a
dinAmica da populacdo de predadores. Nesse caso ndo € necessario o desmembramento das
duas equacdes em ordens inferiores, havendo assim a possibilidade de ja serem inseridas na
programagao computacional como dadas no problema (denotadas a seguir pelas “functions” da
programacao, tendo sua funcgéo ja citada anteriormente):

Function fx1(t As Single, x As Single, y As Single) As Single
X1=x*(1-05*y)

End Function

Function fx2(t As Single, x As Single, y As Single) As Single
fx2 =y *(-0.75 + 0.25 * x)

End Function

Apés a solucdo através do método de Runge-Kutta (Figura 6), € possivel observar que
as hipoteses feitas anteriormente sobre as variaveis representativas de presas e predadores séo
verdadeiras.
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Figura 6 — Modelo Presa-Predador

A seguir a Tabela 1 mostra parte do trajeto de ambos, presa e predador, em funcao do

Tabela 1 — Trajeto de Presa e Predador em funcdo do tempo

Tempo Presa  Predador
1,00 1,816841 0,661877
1,20 2,080684 0,627875
1,40 2,389728 0,604198
1,60 2,749725 0,591207
1,80 3,166262 0,589822
2,00 3,644045 0,601735
2,20  4,185685 0,629732
2,40 4,789705 0,678194
2,60 5,447358 0,753833
2,80 6,137806 0,866734
3,00 6,821379 1,031590
3,20 7,431697 1,268599
3,40 7,870513 1,602271
3,60 8,015124 2,054517
3,80 7,753444 2,627659
4,00 7,050317 3,280248
4,20 6,004845 3,917047
4,40  4,826629 4,420272
4,60 3,727599 4,708632



VIl. Estabilidade

A idéia da estabilidade de uma equagéo ou um sistema de equacgdes diferenciais vem do
fato de que muitas equacbes diferenciais ndo podem ser resolvidas de forma analitica,
precisando assim de algum método numérico de integracdo para a sua solugdo. A estabilidade é
uma informagdo qualitativa sobre o sistema dindmico, podendo reproduzir diversas solugfes
apenas com a informacédo das condi¢Oes iniciais. Para a verificacdo da estabilidade devem ser
seguidos os processos listados no exemplo abaixo:

dy

dx
Dado o sistema de equacdes diferenciais: E =X—-Xy, —=Yy+2Xy:

dt

O primeiro passo que deve ser tomado € a linearizagdo desse sistema nédo-linear. Isso
se da através do encontro dos pontos criticos desse sistema (igualando cada uma das derivadas
a zero) e a formulagédo da Matriz Jacobiana (que serd aqui chamada de matriz A). Através da
formulacdo sistema que iguala as duas derivadas a zero, como mostrado abaixo, obtemos os
dois pontos criticos, que sao as solugdes possiveis do sistema:

X—=xy=0
y+2xy=0
o , . 1
Os pontos criticos desse sistema séo 0s pontos (— E ;1) e (0;0).

Para a linearizacdo desse problema, deve-se montar a matriz A, que tem a seguinte
constituigéo:

fxx  fxy
A=
fyx  fyy
ApOds isso, 0s pontos criticos de cada uma das solugdes do sistema sé@o substituidos nas

incOgnitas da matriz A, tendo assim a matriz resultante da linearizagdo do sistema. Logo, para o
exemplo, tem-se:

oN |-

1— -
A— y X 1_10
2y 1+2x 2



2%
para o ponto —E;l , e

para o ponto (0;0).
Os autovalores da matriz Jacobiana s@o os determinantes da propriedade de

Estabilidade do sistema. Sendo assim, entre outras formas, eles podem ser calculados da

seguinte forma:

Det(A-41)=0
1-y-A -
Det y X =0
2y 1+2x-A4

A-y-A)A+2x-A)+2xy =0

1
Assim, para o ponto (— E ;1 | sdo obtidos os seguintes autovalores:

(1—1—,1)(1+ 2(— %j —/1]+ 2(-%)(1): 0

A -1=0
A =led,=-1

Esses autovalores classificam o ponto como um ponto de sela instavel, pois um deles é

menor que zero € o0 outro, por sua vez, maior que zero. Para o outro ponto, (0,0), temos os

seguintes autovalores:



l-4)1-4)=0
A —22+1=0
A =A,=1
Esses autovalores, diferentemente dos autovalores calculados anteriormente,
classificam o ponto como um né préprio instavel, pois ambos os autovalores sado iguais e
maiores que zero.
Segue abaixo a tabela com as propriedades de Estabilidade para os sistemas de

equacgdes diferenciais:

Tabela 2 — Defini¢cdes de Estabilidade

Autovalores Tipo de Ponto Critico Estabilidade
A >4, >0 No Instavel
A <A, <0 N6 Assintoticamente estavel
,12 <0< 21 Ponto de sela Instavel
A =4,>0 N6 préprio ou impréprio Instavel
,11 - ,12 <0 N6 préprio ou impréprio Assintoticamente estavel
AL A, =atiu Ponto espiral Se a >0, Instavel
Se a < 0, Assintoticamente estavel
A =i A, =—iu Centro Estavel

Para o exemplo anterior é apresentado o plano de fase (Figura 7). E possivel observar
através da andlise do plano de fase que ambos os pontos estudados sao instaveis, tendo como
caracteristica a ndo-convergéncia da solucdo do problema para o ponto critico. Além disso, é
possivel observar através do grafico em funcéo do tempo (Figura 8) que a solugcdo de ambas as
equacdes do sistema divergira partindo de um ponto inicial, 0 que corrobora a instabilidade do

sistema.
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Figura 7 — Plano de Fase

Solucao em Fung¢ao do Tempo

2,0 +

1,0 -

o
(=)

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

Figura 8 — Solugcdo em Func¢éo do Tempo

Exemplo 4:

Esse exemplo consiste na verificagdo da estabilidade para o sistema obtido no exemplo
1. De acordo, foi proposta a seguinte equacéao diferencial:



y"'+9y =0

Ap6s o desmembramento em duas equacdes de primeira ordem dessa equacdo

diferencial de segunda ordem:

—

I\J>< ._\><
||

< <

Xllz y'= X,
X'= y'=-9%,

Igualando cada uma das equacdes do sistema a zero, podem ser obtidos os pontos

criticos:
X, =0
-9x, =0

Portanto, esse sistema possui um ponto critico o qual é o ponto (0;0) .
Para o céalculo dos autovalores que dizem respeito a cada ponto, deve ser montada a

matriz A. Essa matriz tem a seguinte constituicdo:
Al ( fx,x, XX, J
X, %, XX,
Sem a necessidade aqui de substituir os pontos criticos nas incognitas da Matriz A, é

Azﬂl 3

Os autovalores da matriz A sdo os determinantes da propriedade de Estabilidade do

obtido que, para esse exemplo:

sistema. Sendo assim, entre outras formas, eles podem ser calculados da seguinte forma:



Det(A— A1) =0

-4 1
Det =0
5 )

A +9=0

Assim, para esse sistema, s&o obtidos os seguintes autovalores:

A = 4£3i
S A =3 ed,=-3

Esses autovalores, de acordo com a tabela 2 classificam o ponto como um centro

estivel. Observando a Figura 9 pode ser ratificada essa classificagao.

20,0 -

Plano de Fase

)
=/

-6 -4 -2 0 2 4 &

Figura 9 — Plano de Fase com ponto critico estavel



Exemplo 5:

Esse exemplo consiste na verificacdo da estabilidade para o sistema obtido no exemplo

2. De acordo, foi proposta a seguinte equacéo diferencial:
y'+y'+9y =0

Apdés o desmembramento em duas equacdes de primeira ordem dessa equagdo

diferencial de segunda ordem:

X' =Y'=X,
X,'=y"=-9X, — X,

Igualando cada uma das equacfes do sistema a zero, podem ser obtidos os pontos

criticos:
X, =0
-9%x, - X, =0

Portanto, esse sistema possui um ponto critico o qual é o ponto (0;0) .
Para o célculo dos autovalores que dizem respeito a cada ponto, deve ser montada a

matriz A. Essa matriz tem a seguinte constituicdo:
X, X x
A — 171 172
X, %, XX,

Sem a necessidade aqui de substituir os pontos criticos nas incognitas da Matriz A, é

obtido que, para esse exemplo:



)

Os autovalores da matriz A sdo os determinantes da propriedade de Estabilidade do

sistema. Sendo assim, entre outras formas, eles podem ser calculados da seguinte forma:

Det(A— A1) =0
-1 1

Det =0
9 —1-2

P +1+9=0

Assim, para esse sistema, sao obtidos os seguintes autovalores:

L _—1x4-36
2
, _-lx6i
2
a=-Lig
2
A=——+3i e A, =———3i

Esses autovalores, de acordo com a tabela 2 classificam o ponto como um ponto espiral
assintoticamente estavel. Observando a Figura 10 pode ser ratificada essa classificagao.



10,0 <

Plano de Fase
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VIll. Conclusao Parcial

Nessa primeira fase do estudo foram observadas algumas ferramentas que serao
utilizadas posteriormente para as previsdes de crashs na bolsa de valores, o qual € o objetivo
principal do estudo. Primeiramente foram observadas as principais utilidades que as equacgfes
diferenciais ordinarias tém para a descricao de fendbmenos fisicos e as suas utilidades na area de
ciéncias econdmicas.

Foram estudados também os métodos de integracdo, os quais sdo alternativas ao
método analitico. Eles sdo os métodos de Euler e de Runge-Kutta, sendo os dois métodos que
facilitam a resolugdo de uma equacéo diferencial mais complexa a qual é inviavel a sua solucao
através do método analitico. No estudo desses dois métodos foi observado que o método de
Runge-Kutta € um método mais eficiente para a solugédo de uma equacéo diferencial. Como visto
na figura 3, para o exemplo da secdo, o erro ndo foi sequer de 0,5% em relagdo a solucdo
analitica, enquanto o erro do método de Euler foi maior que 25% para a mesma equagao
diferencial, mesmo tamanho de passo e mesmo nimero de passos (figura 2).

Apés a verificagdo da maior eficiéncia do método de Runge-Kutta, e o estudo da
transformagdo de uma equacgdo diferencial de ordem superior em um sistema de equacdes

diferenciais, foi realizada a programagdo computacional para o método de Runge-Kutta de



quarta ordem com passo fixo o qual requer esse desmembramento da solu¢gdo em um sistema
de equacdes diferenciais.

Também foi feito o estudo de Estabilidade para um sistema de equacdes diferenciais.
Em muitas equaces diferenciais ndo ha a possibilidade de se realizar a solugdo através da
forma analitica, por isso deve ser considerado o estudo de estabilidade em cada um dos pontos
criticos do sistema, que é uma informagcdo qualitativa que mostra se o ponto critico que é
solucdo para o sistema é instavel ou ndo, dai a idéia de saber se é possivel a resolucdo da
equacéo diferencial pela forma analitica ou se a solugdo, sendo um ponto instavel, diverge para

uma solucgéo inexistente.
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X. Apéndice | — Programa em VBA para o Método de
Euler

Private Sub Imagel_Click()
End Sub

Private Sub TextBox1_Change()
t = TextBox1.Value

End Sub

Private Sub TextBox2_Change()
h = TextBox2.Value

End Sub
Private Sub TextBox3_Change()
n = TextBox3.Value

End Sub
Private Sub textbox4 change()

y = TextBox4.Text
End Sub

Private Sub commandbuttonl_click()

Dim t As Single
Dim h As Single
Dim n As Single
Dim y(0 To 500) As Single

Dim grafsmi As Chart

Dim myChtObj As ChartObject
Dim dados As Range

Dim xval As Range

Dim iColumn As Long

t = TextBox1.Value
h = TextBox2.Value
n = TextBox3.Value

y(1)=1

Cells(1,1) =t

Cells(1, 2) = y(1)
Fori=1Ton

y(i + 1) = y(i) + h*f(t, y())
t=t+h

Cells(i+1,1)=t
Cells(i+1,2)=y(i +1)



Next i

'deleta o grafico passado (ignora)
On Error Resume Next
Worksheets("sheetl").ChartObjects(1).Delete

Set entrada = Worksheets("sheet1").Range(Cells(1, 2), Cells(50, 2))

Set entradax = Worksheets("sheetl").Range(Cells(1, 1), Cells(50, 1))

‘o titulo é o nome do grafico selecionado ou, caso nada esteja selecionado, SMI, que é o gréfico
padréo

titulol =" Euler "

‘define qual sera o tamanho da escala do eixo X
gntas = entrada.Count

If gntas > n Then

gntas2 = gntas/n

Else

gntas2 =5

End If

grafico -2

'deleta o grafico passado ou ignora, caso nao haja grafico passado
On Error Resume Next
Worksheets("sheetl").ChartObjects(1).Delete

‘adiciona um grafico na sheetl com os dados definidos
Set grafsmi = ActiveWorkbook.Charts.Add

With grafsmi
.SetSourceData Source:=entrada, PlotBy:=xIColumns
.Location Where:=xlILocationAsObject, Name:="sheet1"
End With

'define o tamanho do gréfico
Worksheets("sheetl").ChartObjects(1).Height = 250
Worksheets("sheetl").ChartObjects(1).Width = 400

'define algumas caracteristicas do grafico, como o titulo e os valores do eixo X
With Worksheets("sheet1").ChartObjects(1).Chart

.ChartType = xILine

.HasLegend = False

.HasTitle = True

.ChartTitle.Text = titulo1

.SeriesCollection(1).XValues = entradax
End With

‘define o tamanho e a cor da area de plotagem
ActiveChart.PlotArea.Select

Selection.Top =1

Selection.Height = 250



Selection.Width = 400
Selection.Left=1
With Selection.Interior

.Colorindex = 2
End With

'‘apaga a linha de grade
ActiveChart.Axes(xIValue).MajorGridlines.Select
Selection.Delete

‘define que o eixo X cruz o Y no ponto O

ActiveChart.Axes(xIValue).Select

With ActiveChart.Axes(xIValue)
.CrossesAt =0

End With

‘define a formatacéo do eixo Y
Selection.TickLabels.AutoScaleFont = True
With Selection.TickLabels.Font

.Size =85
End With
Selection.TickLabels.NumberFormat = "0.0"

‘define a escala do eixo X
ActiveChart.Axes(xICategory).Select
With ActiveChart.Axes(xICategory)
.TickLabelSpacing = gntas2
.TickMarkSpacing = gntas2
.TickLabels.NumberFormat = "0"
End With

‘formatacédo do eixo X
Selection.TickLabels.AutoScaleFont = True
With Selection.TickLabels.Font

.Size =85
End With
With Selection.TickLabels

Alignment = xICenter

.Offset = 100
.Orientation = xIHorizontal
End With

With Selection
.TickLabelPosition = xILow
End With

'formatacgdo da linha do grafico da variavel 1
ActiveChart.SeriesCollection(1).Select
With Selection.Border
.Colorindex =3
.Weight = xIMedium
.LineStyle = xIContinuous
End With
With Selection
.MarkerStyle = xINone
End With



'localizacéo do titulo no gréafico

ActiveChart.ChartTitle.Select
Selection.Left = 29
Selection.Top =6

fim dos graficos ---------

Unload Me

End Sub

Function f(t As Single, y As Single) As Single
f=y

End Function

Xl. Apéndice 2 — Programa em VBA para o Método
de Runge-Kutta de quarta ordem e passo fixo

Sub rk()

Dim k11(100) As Single
Dim k21(100) As Single
Dim k31(100) As Single
Dim k41(100) As Single
Dim k12(100) As Single
Dim k22(100) As Single
Dim k32(100) As Single
Dim k42(100) As Single
Dim t As Single

Dim tf As Single

Dimi As Single

Dim x1(100) As Single
Dim x2(100) As Single
Dim h As Single

Dim dx(100) As Single

Dim grafico As Chart
Dim entradax As Range
Dim entraday As Range
Dim entraday2 As Range
Dim j As Single

Dim n As Single

On Error Resume Next
Worksheets("sheetl").ChartObjects(1).Delete

Forj=1To 500



Worksheets("Sheet1").Cells(j + 1, 1).ClearContents
Worksheets("Sheetl").Cells(j + 1, 2).ClearContents
Worksheets("Sheet1").Cells(j + 1, 3).ClearContents
Next |

t=0
h=0.05
x1(1) =-2
x2(1) =3
tf=5
linha=1
i=1

Do While t <= tf

Cells(linha, 1) = t
Cells(linha, 2) = x1(i)
Cells(linha, 3) = x2(i)

k11(1) = fx1(t, x1(), x2(i))
k12(2) = fx2(t, x1(), x2(i))
dx(1) = (x1(i) + ((h * k11(2)) / 2))
dx(2) = (x2() + ((h * k12(2)) / 2))

k21(1) = fx1((t + (h / 2)), dx(1), dx(2))
k22(2) = fx2((t + (h / 2)), dx(1), dx(2))
dx(1) = (x1(i) + ((h * k21(2)) / 2))
dx(2) = (x2() + ((h * k22(2)) / 2))

k31(1) = fx1((t + (h / 2)), dx(1), dx(2))
k32(2) = ix2((t + (h / 2)), dx(1), dx(2))
dx(1) = (x1(i) + (h * k31(1)))
dx(2) = (x2(i) + (h * k32(2)))

k41(1) = ix1((t + h), dx(1), dx(2))
k42(2) = ix2((t + h), dx(1), dx(2))

x1(i + 1) = x1(i) + (h / 6) * (KL1(1) + 2 * k21(1) + 2 * k31(1) + k41(1))
x2(i + 1) = x2(i) + (h / 6) * (k12(2) + 2 * k22(2) + 2 * k32(2) + k42(2))

linha = linha + 1

i=i+1

t=t+h

Loop

n=tf/h

Set entradax = Worksheets("sheetl").Range(Cells(1, 1), Cells(n, 1))
Set entraday = Worksheets("sheetl").Range(Cells(1, 2), Cells(n, 2))
Set entraday2 = Worksheets("sheetl").Range(Cells(1, 3), Cells(n, 3))
Set grafico = ActiveWorkbook.Charts.Add

With grafico
.SetSourceData Source:=entraday2, PlotBy:=xIColumns



.Location Where:=xILocationAsObject, Name:="sheet1"
End With

Worksheets("sheetl").ChartObjects(1).Height = 250
Worksheets("sheetl").ChartObjects(1).Width = 400

With Worksheets("sheet1").ChartObjects(1).Chart
.ChartType = xIXYScatterLinesNoMarkers
.HasLegend = False
.HasTitle = True
.ChartTitle.Text = "Eq. Diferencias de Ordem 2"
.SeriesCollection(1).XValues = entradax

End With

ActiveChart.PlotArea.Select

Selection.Top =1

Selection.Height = 250

Selection.Width = 400

Selection.Left=1

With Selection.Interior
.Colorindex = 2

End With

ActiveChart.Axes(xIValue).MajorGridlines.Select
Selection.Delete

ActiveChart.Axes(xIValue).Select

With ActiveChart.Axes(xIValue)
.CrossesAt =0

End With

tamanho = n

Selection.TickLabels.AutoScaleFont = True
With Selection.TickLabels.Font

.Size =8.5
End With
Selection.TickLabels.NumberFormat = "0.0"

ActiveChart.Axes(xICategory).Select
With ActiveChart.Axes(xICategory)
.TickLabelSpacing = tamanho
.TickMarkSpacing = tamanho
.TickLabels.NumberFormat = "0"
End With

Selection.TickLabels.AutoScaleFont = True
With Selection.TickLabels.Font
.Size =8.5
End With
With Selection.TickLabels
Alignment = xICenter
.Offset = 100
.Orientation = xIHorizontal



End With

With Selection
.TickLabelPosition = xlLow

End With

ActiveChart.SeriesCollection(1).Select
With Selection.Border
.Colorindex =3
.Weight = xIMedium
.LineStyle = xIContinuous
End With
With Selection
.MarkerStyle = xINone
End With

Unload Me

End Sub

Function fx1(t As Single, x As Single, y As Single) As Single
fxXL=x-x*y

End Function

Function fx2(t As Single, x As Single, y As Single) As Single

fx2=y+2*x*y
End Function



