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Resumo

Este trabalho utiliza o Filtro de Kalman para identificagéo do sistema Presa-Predador aplicado
a indices de acdes do Brasil (IBOV), Estados Unidos (DJI), Inglaterra (FTSE) e Japéo (NIK).
Foi possivel identificar esse sistema, pois 0 comportamento dos indices em determinados
momentos apresentava caracterizacdo semelhante ao sistema Presa-Predador quando ambos
eram observados em Planos de Fase. Além disso, foi apresentada teoria sobre sistemas
dindmicos, linearizacdo de sistemas ndo lineares, discretizacdo de sistemas continuos pelo
método de Euler e Runge-Kutta além das equagdes e funcionamento do Filtro de Kalman.

Palavras-chave: Filtro de Kalman, Identificacao de Sistemas, Sistemas de Equagdes de Lotka
e Volterra, Indices de Acoes.
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1. Introducao

O security selection, ou seja, a busca por oportunidades de investimentos dentro
de uma classe de ativos é tarefa de extrema importancia pois devera buscar ativos que
ndo estdo corretamente aprecados a fim de que seja possivel obter ganhos. Esse
procedimento é basicamente dividido em dois importantes tipos de analises: a analise
fundamentalista e a analise técnica.

A primeira € relacionada a analise dos fundamentos da empresa, ou seja, baseada
em indicadores e estatisticas contabeis para verificar o desempenho e solvéncia de uma
empresa. ROSTAGNO et al (2008) encontrou caracteristicas similares entre acfes de
empresas em carteiras vencedoras, ou seja, com retorno acima daquele do mercado, bem
como caracteristicas similares entre acdes de carteiras perdedoras. As agdes de carteiras
perdedoras apresentaram baixo ROA (Returno on Assets, definido pela raz&o entre lucro
liguido e ativo total, € uma medida para avaliar as operacdes da empresa) e ROE
(Returno n Equity, definido pela razdo entre lucro liquido e patriménio liquido, é uma
medida para avaliar a rentabilidade do acionista) e razdes altas de prego-lucro. J& as
vencedoras, demonstraram possibilidade de maiores ganhos sobre o patriménio liquido
e retornos passados baixos.

FAMA (1969) realizou testes empiricos (além de apresentar o arcabouco
tedrico) para a Eficiéncia de Mercado em suas trés formas: forma fraca, meio forte e
forte. Foram encontradas evidéncias que suportam tais hipoteses e ao mesmo tempo, em
quantidade baixa, evidéncias de contradicdo das hipoteses.

O segundo tipo de analise, a analise técnica, utiliza a interpretacdo grafica de
precos de modo a identificar padrées de comportamento que se repetem ao longo do
tempo. BROCK et al (1992) demonstrou que foi possivel obter ganhos anormais (e
acima daqueles previstos por modelos académicos como Passeio Aleatorio, AR(1),

GARCH-M e EGARCH) a partir da implementacdo da andlise técnica, a qual utilizava



médias moveis e suporte e resisténcia, em uma série do indice Dow Jones Industrial
Average de 1897 até 1986.

MINARDI (2004) verificou se as séries historicas de precos de a¢bes possuem
algum tipo de poder de previsdo para retornos futuros, o que no caso, pode-se dizer que
foi testada a Hipotese de Eficiéncia de Mercado na forma fraca. Os resultados
mostraram que é possivel construir carteiras com retornos significativamente superiores
ao retorno de mercado, bem como carteiras com retorno significativamente inferiores
aos do mercado.

DAMODARAN (2002) apresenta técnicas de avaliacdo do prego justo para
virtualmente qualquer tipo de ativo. As técnicas de analise utilizadas fazem parte da
teoria de financas e englobam desde o Modelo de Gordon até a teoria de Op¢des Reais,
fundada pelo trabalho de BLACK e SCHOLES (1973).

Porém, este trabalho ird explorar a andlise de investimentos a partir de uma
abordagem mais direcionada ao ponto de vista da matematica, a analise da dindmica dos
precos utilizando a teoria de sistemas dinamicos e analise de sinais para identificacao de
sistemas. Através do uso de equacBes diferenciais ordinarias ndo lineares para a
modelagem do comportamento de uma série de precos ao longo do tempo, pretende-se
obter uma ferramenta para investimento no médio prazo.

Para isso, sera utilizado o sistema de equacdes ndo lineares Presa-Predador
apresentado por Boyce e DiPrima (2001) utilizando os dados dos indices Dow Jones
Industrial Average e Ibovespa.

CAETANO et al (2007) utilizou um sistema de EDO’s ndo lineares para a
construcdo de uma estratégia de investimento baseado no movimento relativo de duas
acdes do mercado brasileiro, as quais apresentavam movimentacéo peculiar e que foram
modeladas pelas equacOes de Lotka e Volterra conhecidas como Presa-Predador.

A abordagem em financas através de métodos quantitativos envolvendo
modelagem matematica tem muitos representantes. MANDELBROT et al (2004) trata
da abordagem através da geometria fractal, desenvolvida por ele, para a modelagem dos
mercados. SORNETTE et al (2001) em seu trabalho, diz que € possivel identificar
grandes crashes no mercado através da identificacdo de um padrdo log-periddico nos
precos e que isso ocorre com grande antecipacdo ao crash. Na modelagem ele utiliza
um modelo que era anteriormente utilizado para a previsdo de movimentagcGes sismicas

fora da média.



J4& ROSSER (1999), explica ao leitor como a cibernética, teoria da catéstrofe,
teoria do caos e complexidade sdo utilizadas na area da economia. O trabalho expde 0s
argumentos a favor e contra 0 uso desses arcaboucos tanto na economia quanto em
qualquer outra area. Essas teorias ttm em comum a suposicdo de que todos os sistemas
sdo ligados, entdo qualquer perturbacdo em um sistema pode impactar no outro. Além
disso, esse ponto de vista também trabalha na modelagem de multiplos pontos de
equilibrio/ descontinuidade.

No contexto da analise de séries temporais, HARVEY (1989) utiliza o filtro de
Kalman para o suavizamento de dados e sua previsdao. O Filtro de Kalman é um
estimador 6timo para parametros de modelos em representacdo em espaco de estado
pois trabalha minimizando a matriz de covariancia do erro de previsdo. Trata-se de um
método recursivo com aplicacdes em diversas areas das ciéncias exatas, principalmente
na engenharia.

GRACIA (2004) propde um modelo para ciclos econémicos utilizando o sistema
de equacOes ndo lineares de Presa-Predador. Os resultados mostraram que o modelo €
compativel com a hipdtese de eficiéncia de mercado e que a abordagem deveria ser
utilizada em detrimento da teoria do Real Business Cycle.

Este trabalho estad dividido em sete se¢des, incluindo esta. A secdo dois
apresenta a metodologia utilizada no trabalho enquanto que a secdo 3 exibe um
arcabouco mais detalhado sobre identificacdo de sistemas. A secdo 4 apresenta 0s
resultados e simulagdes utilizando dados reais de indices de agdes. A se¢do 5 contém as
conclustes e sugestdes de melhoria enquanto que a secdo 6 apresenta as referéncias
utilizadas para a construcéo deste trabalho e a secdo 7 contém os algoritmos em Matlab

utilizados nas simulacgdes.



2. Material e Métodos

2.1 As Equacoes de Lotka-Volterra

O modelo de Presa-Predador, originalmente proposto por Lotka e Volterra em
1925 e 1926, respectivamente, para a dinamica de duas populacdes, considerado por

Boyce e DiPrima (2001), tem a seguinte formulagéo:

dx

E=x(a—ay)
dy B
E—y( C+ ) 1)

O sistema representa as populac@es de presa e predador onde as variaveis x e y
representam cada uma dessas duas populacdes respectivamente. Os outros termos que
aparecem em (1) sdo constantes e representam: a- taxa de crescimento da populacao de
presas; c- taxa de crescimento (no caso, como ¢ € uma constante positiva, aqui taxa de

crescimento sera a taxa de mortalidade) da populacdo de predadores; a e y- sdo

medidas de interacdo entre as duas populagdes quando elas se encontram.

Se for observada a maneira como o modelo é identificado, percebe-se que
dependendo do valor dos parametros as populacGes de presas ou de predadores podem
terminar em nimero maior ou menor.

Outras consideragdes merecem atencdo (como em Boyce e DiPrima (2001)):
fazendo y=0 a populacédo de presas cresce a uma taxa proporcional a populacao atual,
pois estas ndo serdo cacadas; de maneira contraria, quando x=0, a populacdo de

predadores diminui, pois ndo existe alimento.



Na literatura econdmica, SHONE (2002) utiliza o sistema de equacOes
diferenciais ndo lineares proposto acima (Presa-Predador) para um modelo de
competicdo entre dois agentes (sem considerar que a populacdo de um deles se
sobreponha a outra tendo em vista valores iniciais muito distantes). Esses agentes
competem por bens distintos e quando a populacdo de um deles fica muito grande, ela
logo é equilibrada, tendo em vista maiores oportunidades de captura para a segunda
populacéo.

Além do modelo sem sobreposi¢do populacional, SHONE (2002) simula um

modelo com sobreposicdo populacional, o qual é exibido abaixo:

dx

— = (a—by —ux)x

m (a—by —ux)

dy

—~ =(c—dx— 2
ot ( vy)y (2)

Os termos —ux® e —vy® modelam a sobreposicdo populacional. Os outros

termos possuem caracteristicas idénticas aos anteriormente citados.

A fim de ilustrar geometricamente como se comporta esse sistema de equacfes
diferenciais ndo lineares, valores para 0s parametros (constantes) citados anteriormente
para, respectivamente, os modelos sem e com sobreposicdo populacional sdo mostrados
abaixo (de acordo com SHONE (2002)). Além dos valores dos parametros, € mostrado

também o respectivo grafico contendo o plano de fase para o sistema de equacdes.
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Os pregos observados a cada dia para os indices, servem como base para a
precificacdo de acbes pelo mercado. Porém, o método de aprecamento ndo € livre de
viés e ruido (devido a inumeros fatores tais como assimetria e velocidade da
informacdo, agentes que ndo utilizam toda informacdo disponivel, choques exdgenos,
entre outros), portanto, os dados sobre precos que observamos ndo é a real
representacdo daquilo que esta acontecendo. A Figura 3 mostra um grafico com uma das
séries de dados utilizadas neste trabalho, o indice Ibovespa no eixo x e o indice DJIA no
eixo y. Os dados sdo de 2 de fevereiro de 2004 até 10 de junho de 2009 e foram obtidos
através do Terminal Bloomberg®. E possivel perceber que o sistema ndo é explosivo,

ou seja, os dados apresentados ndo sdo divergentes.
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Figura-3 Ibovespa e DJIA

Para contornar este empecilho (a estimacdo dos parametros do modelo Presa-
Predador), o presente trabalho utilizara para a estimacdo dos parametros de (1) a técnica

conhecida como Filtro de Kalman.



2.2 O Filtro de Kalman

Conforme os trabalhos de HARVEY (1989), GELB (1974) e MAYBECK
(1979), este trabalho utilizara o Filtro de Kalman para a estimacdo dos parametros das
equac0es envolvidas no sistema.

O Filtro de Kalman é um algoritmo recursivo baseado na teoria de anélise de
sinais, 0 qual minimiza o erro medio quadratico de forma recursiva, ou seja, considera
toda informacdo até o momento t, para a estimacdo 6tima do vetor de estado (vetor
contendo as variaveis explicadas do modelo). Para melhor entendimento do que foi
exposto, segue uma rapida explicacdo sobre a representacdo de modelos na forma de
espaco de estado.

Quando um fendmeno acontece, ele ndo € observado diretamente. Por exemplo,
quando se observa um objeto, o que é visto ndo é o objeto, trata-se da luz refletida por
ele. A luz é o meio pelo qual percebemos o efeito de enxergar o objeto.

A partir desta linha de raciocinio pode-se querer, entdo, quebrar o que foi
descrito em duas partes: a primeira contempla o objeto (o estado), e a segunda a luz
refletida pelo objeto (a medida, ou sensor). O sensor é responsavel por tornar o estado
inteligivel. Pode ser considerado também que tanto o estado quanto o sensor estdo
sujeitos a ruidos: diferencas de temperatura e exposi¢do a luz alteram o objeto (ruido no
estado) e diferencas no meio pelo qual a luz se propaga e como ela € entendida pelo
cérebro para formar a imagem do objeto também geram distorc¢des (ruido no sensor).

Resumindo, tem-se o fenbmeno dividido em dois componentes, um nao
observado (estado) e um observado (sensor).

O Filtro de Kalman utiliza a idéia apresentada para fazer uma estimacao 6tima
do vetor de estado. Diz-se que as estimativas sdo 6timas pois a técnica trabalha
minimizando os termos da variancia da matriz de covariancia do erro um passo a frente
em relacdo ao passo anterior.

A aplicacdo do Filtro de Kalman é muito interessante quando se trabalha com
dados em tempo real, ou seja, quando existe nova informacgédo chegando a todo instante
t. Isso se faz pois a todo instante pode ser possivel o ajuste das estimativas dos
parametros. Entdo é ébvio que tal técnica ndo requer que os parametros sejam fixos, eles

podem variar ao longo do tempo, e mais, podem ser estocasticos.



A Figura 4, adaptada de MAYBECK (1979) ilustra o funcionamento do Filtro de

Kalman.

Ruido

|

Estado

Medidas
v observaveis

- Estimativa
Sensor | Filtro de 6tima. do
Kalman

T ! estado

Ruido

Figura-4 Diagrama para o Filtro de Kalman

De acordo com CAETANO (1997), o ciclo da estimacéo do estado por meio do
Filtro de Kalman pode ser caracterizado pelo seguinte algoritmo:

+

X, =AX,

P, =AP AT +CQC” ©)

K, =P H (HP HT +R)"
P, =P, —K,.H.P,
(4)

ar oo o
Xe =X, +Kk.[zk —H.xk]

O sistema (3) € responsavel pela propagacdo do modelo. J& o sistema (4),
chamado de sistema de medida, ou sensor, é responsavel pela atualizacdo de (3) tendo

em vista o estado atual.



O termo A é uma matriz contém os parametros da equacdo (ou sistema de

equacOes); C contém os parametros dos termos de ruido; H € a matriz com 0s

parametros da equacdo (ou sistema de equacdes) do sensor; G contém os parametros dos

termos de ruido do sensor; Q e R sdo os valores da diagonal principal da matriz de

covariancia; P, € a matriz de covariancia alimentada por Q e R; X, é o valor filtrado;

K, € 0 ganho do Filtro de Kalman e z, ¢é o valor do sensor.

Abaixo, a Figura 5 (adaptada de BISHOP et al (2001)) ilustra como 0s sistemas

e as equacdes interagem.

Estimacdo do Estado um passo a
frente

A — _ A+
X, =A.X,

T

Projecdo da covariancia do erro um
passo a frente

P. =A.P; . AT+C.Q.CT

-

Célculo do ganho do Filtro de Kalman

K, =P H.(HP,.H +R)"

iy

Atualizacao da estimativa com a
medida z

A+ A A

1l

Atualizacdo da covariancia do erro

P" =P, - K, ,.H.P,~

Figura-5 Funcionamento do algoritmo do Filtro de Kalman

A figura 6 mostra o funcionamento do Filtro de Kalman em uma situagdo de

estimacdo de uma constante (Estado), neste caso, o0 nimero 5. Mas, antes de apresentar

a Figura 6 serdo apresentados os passos da estimacdo para que fique mais claro o

entendimento préatico do funcionamento do Filtro de Kalman.

Considerando a notacdo considerada em 3 e 4, seguem os valores dados para

cada um dos fatores:
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A=[]
C =[0.05]
H =[]
G=[]

Q=[0.9]
R =[0.3]

O primeiro passo consiste em fornecer uma estimativa inicial para a atualizacdo
da matriz de covariancia (foi utilizado o nimero 1.4) e para o valor filtrado, neste caso,
comegamos com o numero 3. O valor filtrado inicial foi escolhido de maneira a estar
proximo ao valor real para que a estimativa do Filtro de Kalman se aproxime mais do

valor real, j& o valor da covariancia foi escolhido arbitrariamente:

P =14

G+
X, =3

Esses valores sdo utilizados para inicializar o filtro. A filtragem dos dados ocorre
em tempo real, ou seja, a medida que o Estado acontece, 0 Sensor colhe dados e esses
dados sdo repassados para o algoritmo de filtragem. Abaixo podem ser encontrados

como ocorrem os fendbmenos do Estado e sua captacao pelo Sensor.

Estado =1-5+ 0.05-w = 4.9585
Sensor =1-4.9585+1-v = 4.3601’

onde w e v seguem distribui¢cbes Normais com média zero e variancia 1.
O segundo passo é a entrada dos valores no algoritmo do Filtro de Kalman. Aqui

sdo armazenados os valores da estimativa anterior do valor filtrado, bem como a

estimativa anterior da matriz de covariancia.

X, =1-3=3

P, =114-1+0.05-0.5-0.05=1.4012

No terceiro passo € calculado o ganho do filtro de Kalman:

11



K, =1.4012-1-(1-1.4012-1+0.3)" = 0.8237
O quarto passo atualiza a matriz de covariancia:
P’ =1.4012-0.8237-1-1.4012 = 0.2471

Por fim, o Gltimo passo da primeira iteracdo do algoritmo. Neste ponto ocorreu a
primeira rodada do fendmeno do Estado e a captacdo deste pelo sensor. Logo a

estimacdo do Estado € atualizada:
%, =3+0.8237-[4.3601—1-3] = 4.1203

Agora sera apresentada a segunda iteracdo da mesma seqiiéncia apresentada

acima.

Estado=1-5+0.05-w = 4.8807
Sensor =1-4.9585+1-v=5.0718

Segundo passo, entrada dos valores no algoritmo do Filtro de Kalman:

X, =1-4.1203 =4.1203

P, =1.0.2471-1+0.05-0.5-0.05=0.2483

No terceiro passo € calculado o ganho do filtro de Kalman:

K, =0.2483-1-(1-0.2483-1+0.3) " = 0.4529

O quarto passo atualiza a matriz de covariancia:

P, =0.2483-0.4529-1-0.2483 = 0.1358

12



Por fim, o Gltimo passo da segunda iteracdao do algoritmo. Neste ponto ocorreu a
segunda rodada do fenébmeno do Estado e a captacdo deste pelo sensor. Logo a
estimacdo do Estado é atualizada mais uma vez (se aproximando mais ainda do valor

verdadeiro do Estado):
%, =4.1203+0.4529-[5.0718 —1-4.1203] = 4.5512

Esse procedimento foi repetido, no caso deste trabalho, quarenta vezes, de modo
que foi possivel obter uma estimativa precisa do Estado.

Retomando, a Figura 6 exibe graficamente 0s passos acima apresentados.

Estimag&o do Estado pelo Filtro de Kalman utilizando um Sensor (a) Diferenca entre o Sensor e o Estado (b)

8 3
Estado
\| = — — Sensor
7 I : | 2F [
P e Filtro de Kalman | I !
| T T ! :
! | / Iy " I ! A
[ | v b PR 1 iy | i ‘ N

| 1 ro |l oy R | I’
o b !

|
L _ 1 / U \
4 1 I
i v N
b
3 . . . 2 . . .
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
NUmero de IteracGes Numero de Iteragdes
Diferenca entre o Filtro de Kalman e o Estado (c) Covariancia (d)
0.5 T T T 1 T
or or
-0.5 -1r
£
1t 2l
-15 -3r
2 . . . —4 . "
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
NUmero de Iteracbes Numero de Iteragdes

Figura-6 O aprendizado do Filtro de Kalman

Na Figura 6 (a) é possivel observar o Estado, que se mantém constante no valor
“5” 0 Sensor, instrumento este que nos permite, de fato, observar o Estado e por fim o
Filtro de Kalman.

Nota-se que se somente o Sensor fosse utilizado para estimar o Estado, incorrer-
se-ia em um consideravel erro, como pode ser observado na Figura 6 (b).

J& na Figura 6 (c) verifica-se que com pouco mais de 20 iteracles, a estimacao

da constante é muito mais acurada do que se utilizando somente a medida do Sensor.
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A perda de meméria do Filtro de Kalman, ou seja, 0 peso que ele da para as
informacdes mais antigas, vai diminuindo com o passar das iteracGes até chegar muito
proxima de zero. Isto indica que apds o Filtro de Kalman utilizar as primeiras
informacgdes para se auto-calibrar, ele comega a considerar apenas as novas informagoes
para a estimacgéo do Estado.

Na situacdo acima descrita ndo foi considerado ruido no Estado, o que, em
muitas das vezes ndo € o caso. Retomando o exemplo ja citado neste trabalho da
observacao de um objeto, faz sentido imaginar que a maioria dos fendmenos da natureza
sofre interferéncia na sua ocorréncia. Entdo, para mostrar que o Filtro de Kalman
consegue lidar com ruido tanto no Estado quanto no Sensor, a seguir serd mostrada uma
equacdo com ruido e a estimacdo de seu Estado através de um Sensor também com

ruido. x, e z, sdo, respectivamente, Estado e Sensor e o, e v, sdo termos de ruido com

distribuicdo Normal com média zero e variancia igual a unidade.

L ] o

A Figura 7 mostra os resultados da simulagéo desse sistema.

Estimac&o do Estado pelo Filtro de Kalman utilizando um Sensor (a) Diferenca entre o Sensor e o Estado (b)
30 30 T T T

20t 20l ,~

10
10, N I ]

-10}

. . . ~20 . . .
10 20 30 40 0 10 20 30 40
Nuamero de Iteragbes Numero de lteragbes

Diferenga entre o Filtro de Kalman e o Estado (c) Covariancia (d)

-10 . . .
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Numero de Iteragdes Namero de Iteragdes

Figura-7 O Aprendizado do Filtro de Kalman considerando ruido também no Estado
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Por mais uma vez a estimacdo do Estado foi superior quando utilizado o Filtro
de Kalman do que utilizando somente o sensor. Tanto observando somente a Figura 7
(@) quanto comparando a Figura 7 (b) com a Figura 7 (c), nota-se que a utilizagéo do
Filtro de Kalman como instrumento de estimacgdo do Estado € de muita valia e este deve
ser incorporado a qualquer Sensor para que ndo sejam geradas estimativas muito aquém
daquilo que o Estado manifesta. Em altimo lugar, vé-se que a covariancia tem o mesmo
comportamento daquele que o apresentado na Figura 6, o que ja era esperado, pois ndo
existe alteracdo no funcionamento do Filtro de Kalman quando é incluido ruido no
Estado.
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3. ldentificacao de Sistemas

O algoritmo discreto do Filtro de Kalman, como o0 nome j& explica, implica que
0 sistema em questdo sera tratado em tempo finito. Além disso, € necessario que 0
sistema seja linear. Este trabalho utiliza essa forma do Filtro de Kalman e, portanto,
deve contornar esses problemas, pois o sistema Presa-Predador é continuo e ndo linear.

O Filtro de Kalman Estendido é o formato do Filtro de Kalman com altera¢Ges
que permitem que ele funcione com sistemas ndo lineares e continuos. Porém, o
presente trabalho optou por utilizar sua forma discreta de maneira a ser possivel a
demonstracdo de duas importantes ferramentas matematicas, a discretizacdo e
linearizag&o de sistemas ndo continuos e nédo lineares.

Esta secdo tem como objetivo introduzir dois métodos de discretizacdo de
sistemas de equacdes diferenciais ordinarias. A questdo da linearizacdo de sistemas sera
tratada na préxima subsecao.

De modo geral, a maioria dos métodos de integracdo de equacgOes diferenciais
ordinarias (resolu¢do numérica das EDQ’s) parte de Expansdes de Taylor (GELB 1974,
p. 294). As Expansdes de Taylor sdo utilizadas para aproximar o valor de uma fungéo
em um ponto através de um polindmio.

O primeiro método a ser apresentado é o Método de Euler (como em GELB
1974, p. 294).

Partindo-se de uma condicao inicial, a equacéo

X =F(%1)

pode ser aproximada utilizando-se Expans6es de Taylor para
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X)) | XE)E-1)' | X(t)E—ty)"
2! 3l n!

Ao considerar somente os dois primeiros termos do lado direito da equacgéo

X(1) = X(t,) + X(t,)(t ~tp) +
acima, tem-se:

X(t,) = X(ty) + X(t)(t — t,)

No ponto t,a derivada tera 0 mesmo valor da funcéo. Entéo,

X(t,) = X(t,) + F (Xt ) (t —t,) ©)

A Equacdo 6 é conhecida como método de Euler e diz que o valor da fung¢éo no

proximo ponto, ou seja no momento t,,,, € dado pelo valor da fungdo no ponto t,
(lembrando que esta e a condicéo inicial necessaria), mais o valor da fungdo F em t,
multiplicado pelo tamanho do passo, t, ,-t, = At.

Quanto maior o tamanho do passo At, pior sera a aproximacao. Além disso, a
medida que o tempo transcorre, 0 erro de cada passo de integracdo vai se acumulando e
isto acarreta uma rapida divergéncia.

Esta equacédo pode ser reescrita em forma matricial da seguinte forma:

AZAL? AALE
+ +...
21 3l

Adiscreto — | + AAt+

X = ATTOX,

Tendo em vista os problemas acima apresentados sobre a precisdo do método de
Euler, a seguir sera apresentado o método de Runge-Kutta de 42 ordem, ou
simplesmente, Runge-Kutta.

De acordo com Boyce e DiPrima (2001), Runge-Kutta é mais preciso que 0
metodo de Euler na ordem de trés grandezas, isto €, ele é exponencialmente 3 vezes
mais preciso que o método de Euler. Sendo assim, ele precisa de duas vezes mais

calculos, porém tem erro em torno de 200 vezes menor que o método de Euler.
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O método pode ser chamado de bootstrap, pois utiliza resultados de um passo
anterior para calcular o passo atual (assim como o método de Euler), alem de também
precisar de um valor inicial.

Ainda de acordo com Boyce e DiPrima (2001), segue abaixo como Runge-Kutta

integra as fungdes:

k. +2k, + 2k, + k
yn-*—l:yn—i_h(l 26 : 4)

ky = Tt Ys)

k, = f(t, +0.5h,y, +0.5hk,)
k, = f(t, +0.5h,y, +0.5hk,)
k, = f(t, +0.5h,y, +0.5hk,)

Trata-se de uma média ponderada da funcdo f em pontos diferentes dentro do
tamanho do passo escolhido.
Caso a funcéo f ndo dependa de y e tdo somente do tempo, alteramos a equacao

acima para:

h(f(tn)+4f(tn +0.5h) + f (t, +h))
6

yn+1 = yn +

k= f(t,,yn,)

k, = f(t, +0.5h,y, +0.5hk,)
k, = f(t, +0.5h,y, +0.5hk,)
k, = f(t, +0.5h,y, +0.5hk,)

Muitas das vezes este ndo sera 0 caso, pois em sistemas dinamicos o passado da
funcdo é importante para o valor da fungdo no tempo presente e no futuro.

A préxima figura mostra um comparativo de trés métodos de integracdo. S&o
eles a integracdo analitica (quando a funcdo pode ser resolvida analiticamente), o

método de Runge-Kutta e 0 método de Euler.

A equagcdo diferencial
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tem solucdo analitica conhecida e igual a

y(t)=e

e quando integrada, variando apenas 0 método utilizado, apresenta as seguintes formas:

Integracéo de uma Fungdo
0.4 T T

Método Analitico
— — — Runge-Kutta
—©6— Método de Euler

F(x)

Numero de Simulagdes

Figura-8 Comparativo entre métodos de integracdo numérica

Nota-se observando a Figura 8 que para cada ponto da simulacdo (a simulacéo
teve uma duracdo de 10 periodos e a distancia entre um periodo e outro é igual a
unidade), o método de Runge-Kutta obteve resultados praticamente iguais aos da funcéo

resolvida pelo método analitico. Por outro lado, o Método de Euler (utilizando um

At = 0’9) divergiu da solucdo verdadeira da fungéo exponencial logo no primeiro passo
de integragéo.

Assim, foi mostrado que o método de Runge-Kutta é superior ao método de
Euler, como mostra a literatura especifica, e este ndo mais sera utilizado neste trabalho

(toda rotina de integracdo sera realizada através do método de Runge-Kutta).
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Apo6s um modelo ter sido escolhido, deve-se estimar os parametros, que sdo
desconhecidos, e para isso faz-se necessario a escolha de um método de estimacao.

A escolha de um bom método de estimacdo de parametros é decisiva para a
gualidade final de modelagem, pois se pretende obter estimativas consistentes e
eficientes. A literatura d& o nome de “identificacdo de modelos” ao processo de ajustar
as estimativas dos parametros de modo que o modelo proposto consiga descrever de
maneira proxima daquilo que os dados reais representam (CAETANO et al 2007).

No trabalho de CAETANO et al 2007, foi utilizado o Filtro de Kalman
Estendido para a identificacdo do modelo, porém, pelos motivos propostos no inicio da
subsecdo 2.3, este trabalho ird fazer uso da versdo discreta (padrdo) do Filtro de
Kalman.

A teoria exposta nas subsecOes anteriores sobre o Filtro de Kalman é a mesma
nesta secdo, porém, neste caso o Filtro é utilizado de forma inversa. Portanto, a partir de
uma série de dados e de um modelo que se espera consiga descrever bem os dados,
deseja-se descobrir quais sdo os parametros (através de estimativas) do Estado, ou seja,
quais sdo os parametros que melhor aproximam o modelo do verdadeiro processo
gerador de dados.

E importante ressaltar que o método de estimago utilizado tem como pano de
fundo a estimacdo recursiva, na qual a estimativa do parametro € igual a estimativa
anterior com a adi¢do de um fator de correco. E nesse fator de correcéo que o Filtro de
Kalman trabalha minimizando o erro de estimacao.

A seguir, serdo expostos dois exemplos para ilustrar o funcionamento do Filtro
de Kalman como estimador 6timo linear. Em ambos os exemplos € assumido um Sensor
exato, ou seja, que consegue captar o Estado sem distor¢es. No Exemplo 1 é utilizada a
identificacdo de Kalman.

Na identificacdo de Kalman o Filtro de Kalman é invertido para que se possa
conseguir o valor dos parametros. Isso é feito de acordo com o seguinte conjunto de
equacOes, o qual foi configurado para identificar o sistema Presa-Predador e que foi

adaptado para identificar as equaces utilizadas nos Exemplos 1 e 2.

20



A k+1 Ak Ak
air =an+k (Xx—au)

Ak+l Ak Ak
a2 =a2+k,(y—asz)
aAk+l Ak Ak
d21 =az1+ kl(X — az,l)
Ak+l Ak Ak

dz2 =az22+ k2 (y - 32,1)

Exemplo 1 — a equacao,

yt)=—t*+2t+6+ 0w

foi simulada até t=20 com um passo de 0.1.

Equacao de 20 grau com ruido

50 T T T

-100

-150

y()

-200

-250

-300

-350

—400 L L L 1

I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Tempo

Figura-9 Filtro de Kalman para identificacdo de modelo, Exemplo 1
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Utilizando esta equagio como modelo e tendo os valores simulados de t, t* e
uma constante igual a unidade, foram obtidos os seguintes valores para 0s parametros
que foram fixados anteriormente, porém nao foi dada nenhuma indicacdo dos mesmos

para o Filtro de Kalman.

Estimativa do Parametro de £ (a) Estimativa do Parametro de t (b)

H
Valor do Parametro Estimado

= N w

= (4] N (4] w (4]

Valor do Parametro Estimado
o
3

o

50 100 150 200 50 100 150 200

0
Nuamero de Iteragdes Numero de Iteragdes
Estimativa do Parametro constante (c) Covariancia do Erro ao Longo das Simulagdes (d)
6 1 T T T
S
@ 5[
£ ° 0.8
4 4l ]
£ S 06
[}
3 3
g &
g E 0.4
o 2 3
'S O
o 0.2
g 1
0 ; ; ; 0 .
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Numero de Iteracbes Numero de Iteragbes

Figura-10 ldentificacdo de Modelo com ruido utilizando o Filtro de Kalman, Exemplo 1

As Figuras 9 (a), (b) e (c) mostram como o Filtro de Kalman estima os
parametros ao longo do numero de iteraches até atingir e persistir nos valores
verdadeiros dos parametros.

A Figura 9 (d) mostra a perda de memoria ao longo do tempo até atingir valores
muito proximos de zero para a covariancia do erro. Neste caso, foi escolhida a
covariancia do erro de estimacéo de t*, porém, a representacdo ndo ¢ diferente para os
outros dois parametros estimados.

Exemplo 2: trata-se da mesma equagdo do Exemplo 1, porém o termo de
ruido teve sua importancia aumentada em 50 vezes. Esta foi a Unica alteracéo
efetuada. O numero de iteragdes e a estrutura do Filtro de Kalman continuam as

mesmas.

y(t) =t + 2t + 6 + 500

O termo w segue uma distribuicdo Normal com média zero e variancia um.
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Equacao de 20 grau com ruido
T
100 —

-300—

-400 —

-500

I I I I
10 12 14 16 18
Tempo

20

Figura-11 Filtro de Kalman para identificacdo de modelo, Exemplo 2

Comparando a Figura 11 com a Figura 9, € possivel perceber o impacto que um
termo ruidoso mais forte apresenta na funcdo da parabola. O ruido disfarca o formato
tipico da parédbola, podendo levar a erros de interpretacdo caso ele ndo seja filtrado e
essa € uma das principais aplicacdes do Filtro de Kalman.

Seguindo os mesmo passos do Exemplo 1, obtém-se as seguintes estimativas
para o modelo (Figura 12):
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Estimativa do Parametro de £ (a) Estimativa do Parametro de t (b)

Valor do Parametro Estimado
Valor do Parametro Estimado

50 100 150 200 0 50 100 150 200
NUmero de IteracGes Numero de Iteragdes

Estimativa do Parametro constante (c) Covariancia do Erro ao Longo das Simulagdes (d)

0.8}
35r
0.6F

0.4f
15 ]

M 0.2}
6

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
NUmero de Iteracbes Namero de Iteragdes

Valor do Parametro Estimado
Covariancia do Erro

Figura-12 Identificacdo de Modelo com ruido utilizando o Filtro de Kalman, Exemplo 2

E importante notar que mesmo tendo o ruido sido aumentado em 50 vezes e sem
alterar o nimero de iteracGes, as estimativas atingiram e permaneceram nos valores dos
parametros. O termo ao quadrado, linear e a constante foram estimados com sucesso.
Além disso, quando comparado o numero de passos necessarios para que o Filtro de
Kalman encontrasse os valores dos parametros, tanto no Exemplo 1, no qual o ruido
tinha pouca importdncia quanto no Exemplo 2, onde o ruido aumentou

consideravelmente, esse valor (o nimero de iteracfes) € 0 mesmo nas duas simulagdes.
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4. Resultados e Simulacoes

Tendo como principal objetivo a modelagem do comportamento dos indices de
acOes em situacdes peculiares, como naquelas em que os indices apresentam
comportamento semelhante ao do modelo Presa-Predador, esta secdo ira apresentar o
comportamento dos dados e sua posterior modelagem.

Uma possivel representacdo para o modelo Presa-Predador em forma discreta e
ndo linear (adaptada de BOYCE e DiPrima 2001) ¢é dada por:

Yie = Yoea — 001y, 45Y50,
Yor = Yorat 0.02 YitaYoia

y,, populacéo da presa

Y, , populacéo do predador

Tal sistema de equacgdes tem as seguintes caracteristicas:
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Populagdo do Predador e Presa

Populagéo do Predador
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T T T T T T T T

Presa ;o
— — — Predador | \ /

I
10
Periodos

12

Plano de Fase

| I I I | I I I
20 40 60 80 100 120 140 160
Populacéo da Presa

Figura-13 Simula¢do do Sistema Presa Predador e Plano de Fase

O comportamento estavel das populacGes de presas e predadores serd o padrdo

procurado nos planos de fase dos indices de acdes.

A Figura 14 mostra esses planos de fases e as regides que possivelmente poderédo

ser modeladas utilizando-se o comportamento das populagdes descrito acima.
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Figura-14 Planos de fase dos indices analisados

E possivel observar que em diversos momentos o comportamento dos

indices apresenta comportamento semelhante ao Plano de Fase da Figura 13,

embora no caso dos indices tal comportamento seja oscilatdrio e erratico.

As regides que apresentam esse comportamento estavel serdo utilizadas

para a estimacdo de parametros do modelo Presa-Predador, utilizando-se o Filtro

de Kalman.

Antes de aplicar a rotina apresentada na secao anterior para estimacgao

desses parametros, sera demonstrado como foi construido e validado o sistema

para a estimacao.
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Abaixo pode ser encontrada a Figura 15, que representa o sistema

utilizado para validacéo.

Simulador

Modelo nao linear

|

Modelo linearizado <:> Dados gerados pela simulagéo

Modelo discretizado

v
| Identificagdo utilizando o Filtro de Kalman |

Figura-15 Diagrama para representacéo e valida¢do do Filtro de Kalman como

estimador dos Parametros do sistema Presa-Predador

A partir do sistema Presa-Predador ndo linear, obtém-se primeiro esse
sistema em sua forma linear, como foi mostrado na secdo anterior. Por altimo,
0 sistema Presa-Predador linear é discretizado e este € utilizado para gerar
dados para as populacdes de presas e predadores.

Considerando esses dados, € utilizado o Filtro de Kalman para estimar 0s
parametros do sistema discretizado, os quais sdo conhecidos a priori. Porém o
Filtro de Kalman ndo tem qualquer informacédo sobre isso, ele sera alimentado
com os dados simulados a partir do sistema discretizado.

Depois de identificado o sistema discretizado, os resultados serdo
comparados com os verdadeiros parametros e sera efetuado o célculo inverso
para se chegar aos pardmetros do sistema linearizado e entdo no sistema néo
linear. Novamente, essas estimativas serdo comparadas com 0s parametros que
eram conhecidos a priori e foram utilizados para criar todo esse sistema de
representacéo e validacao.

A partir do sistema Presa-Predador ndo linear apresentado a seguir
(Boyce e DiPrima 2001), é iniciado o processo descrito nos dois parégrafos

anteriores:

;< =X —0.5xy
y = -0.75y + 0.25xy
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Igualando essas duas equacgdes a zero é possivel encontrar dois pontos

criticos, (x*,y*)=(0,0) e (x**,y**)=(3,2).
Deseja-se escolher um ponto critico estavel para que o sistema seja

linearizado em torno dele, para isso, deve-se estudar a estabilidade de cada um

desses dois pontos criticos.
Em forma matricial, o sistema é dado por:

dx/dt| |1-0.5y —0.5x X
dy/dt| | 0.25y —0.75+0.25x |y
Entdo, sdo substituidos os pontos criticos encontrados, o que fornece:

(x*,y*)=(0.0)
dx/dt| |1 0 X
dy/dt| [0 —0.75]y
(**,y**)=(3,2)
dx/dt|| 0 -15|x
dy/dt|{0.5 0 |y
Agora se deve construir a matriz Jacobiana para cada um desses pontos.

A matriz Jacobiana é dada por:

o o
OX oy
a o
ox oy

A partir de cada uma delas, devem-se analisar os autovalores 4 quanto a
seus sinais e dimensdes para determinar a estabilidade ou ndo de cada ponto.
Tomando-se como A a matriz Jacobiana, os autovalores devem ser

calculados da seguinte forma,

det(A— 1) =0,

29



onde I,diz respeito a matriz identidade.

(x*,y*)=(0,0)
(1-A)(=0.75-1) =0
A2 -0.250-0.75=0

=1
A, =-0.75

Como um dos autovalores apresenta valor maior que zero e 0 outro

menor do que zero, diz-se que esse sistema é instavel.

(x**,y**)=(3,2)

A24+0.75=0
2, = 0.86i
2, = ~0.86i

Como ambos os autovalores sdo ndmeros imaginérios, o ponto
(x**,y**)=(3,2) é estavel.

Sera em torno deste ponto que o sistema serd discretizado, dado que a
partir dele o sistema também foi discretizado.

Novamente, com base na metodologia apresentada na secdo anterior,
tomando como tempo de discretizacdo T=1, teremos o sistema Presa-Predador

discretizado.

discreto _1 0 O - 15
A = + T

0 1/ |05 0O
Adiscreto — i 1 _15
05 1
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S6 agora € possivel simular os dados para as populacfes de presas e
predadores a fim de representar e validar o sistema que esta sendo utilizado. E
importante relembrar que os processos de linearizacdo e discretizacdo se
fizeram necessarios devido a utilizagdo do Filtro de Kalman Discreto, o qual

ndo aceita sistemas n&o lineares em tempo continuo.

slrlos 5
yt+l 05 1 yt

Portanto, o sistema

sera simulado até um tempo maximo igual a 11 e com condicdes iniciais

Presas e Predadores

X;o = 0.5
Yo =05

A proxima figura, Figura 16, mostra a simulacéo deste sistema, na qual a
linha continua representa a populagdo de presas e a linha pontilhada a

populacédo de predadores.

10

-6 L L L L L L 1 1 1

NUmero de Iteragdes

Figura-16 Simulacgéo do Sistema Presa-Predador linear e discreto
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Tendo os dados para as populacfes de presas e predadores, é possivel dar
sequéncia na explicacdo do sistema. A Figura 17 atualiza a Figura 15, mostrando o
mesmo diagrama, agora com as respectivas equacoes.

Simulador

Dados gerados pelo Simulador

Modelo né&o linear

>'<: x —0.5xy

§/ =-0.75+0.25xy
Modelo linearizado

X =-1.5y

y = 0.5x
Modelo discretizado
X1 =1x -1.5y,
Yo = 0.5x, +1y,

l

| dentificac&o utilizando o Filtro de Kalman |

Figura-17 Diagrama atualizado para representacgdo e validagdo do Filtro de Kalman

Neste momento sera aplicado o Filtro de Kalman para estimagdo dos parametros
do sistema Presa-Predador linear e discreto.

A Figura 18 mostra as estimativas de cada um dos parametros bem como a
memoria do filtro ao longo do processo.
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3 Estimativa do Parametro A(1,1) (a) 3 Estimativa do Parametro A(1,2) (b)
g 15 g 0
g g
s S -05
5] 5]
g o0s £
I g 1l
o [«%
o or o
k=l =l
2 -05 2 -15
g 2 4 6 8 10 g 2 4 6 8 10
Numero de Iteragdes Numero de Iteracoes
3 Estimativa do Parametro A(2,1) (c) 3 Estimativa do Parametro A(2,2) (d)
g 1 T T - T g 1 T T - -
= =
Yosf Yosr
g e
g 2
gos g o6f
g g
S 04f S 0.4f
o ©
r_i 0.2 i i i % 0.2 i i i i
g 2 4 6 8 10 g% 2 4 6 8 10
NUmero de Iteracbes Numero de Iteragdes
s Covariancia(e)
© 10
(5}
j=4
«
g
8§ 10° + —
1]
=l
s
<
> -5

0 2 4 6 8 10
NUmero de IteragGes

Figura-18 Identificacdo dos Pardmetros do sistema para representacdo e validacao do Filtro de

Kalman

Comparando o valor do parametro estimado pela Figura 18(a) com o valor de
A(1,1) do sistema Presa-Predador linear e discreto que foi simulado, é possivel concluir
que a partir dos dados o Filtro de Kalman foi capaz de estimar com alta precisdo o
verdadeiro parametro, 1. O mesmo acontece para as Figuras 18(b)(c)(d), onde a
estimacdo convergiu respectivamente para A(1,2) igual a -1.5, A(2,1) igual a 0.5 e
A(2,2) igual a 1.

Considerando-se essas estimativas, deseja-se agora obter os valores dos
parametros do sistema linear e do sistema ndo linear.

Para o sistema linear, deve-se realizar o seguinte procedimento:
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discreto 1

linear — 1
1 T
discreto
linear — 2
2 T
discreto
inear 2,1
A;,lea = T
di
linear — Z,ZCreto -1
2 T
Desse modo, obtém-se:
ITear — 1-1 =0
’ 1
Iigear — -15 =-15
’ 1
; 0.5
A;’riear = T = 05
inear 1-1
I’Zea — — O

Comparando esses valores com os valores do sistema linear na Figura 17,
verifica-se que se conseguiu sair do sistema discreto e retornar ao sistema linear.

Finalmente, deseja-se sair do sistema linear e chegar ao sistema néo linear. Para
isso, 0 processo é semelhante ao processo de se sair do sistema discreto e ir para o
sistema linear: invertem-se os calculos realizados para que fosse feita a linearizacao
(pois agora se deseja partir do sistema linear e chegar ao sistema néo linear).

Para obter os parametros do sistema ndo linear deve-se resolver o seguinte

sistema:
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linear n&olinear ndolinear

— _ *
1 =P 2 Y
linear _ néolinearx*
2 2

linear __ A ndolinear
1 - AZ 2

y*

linear __ néolinear ndolinear |, %
2 M1 + Az 2 X

onde x* e y* representam o ponto no qual o sistema foi linearizado. Assim, tem-se
quatro equagOes e quatro incdgnitas, pois os valores dos pardmetros lineares foram
obtidos no processo anterior e o valor do ponto em torno do qual o sistema foi
linearizado é sabido desde que se estudou a estabilidade dos pontos de equilibrio do
sistema Presa-Predador proposto.

Resolvendo o sistema € possivel obter:

linear
ne;aolinear __ 1z -15 =05
, X* 3
rj;?\olinear — ITear + rjiolinear y* =0+05.2=1
o Alinear
A;azolmear _ 21 E =0.25
, y * 2

A;iolinear — _A;i’nzear + nyézolinear X* — _0 + 025 . 3 — 075

Quando se reorganizam esses valores, substituindo-os no sistema Presa-Predador

ndo linear proposto, tem-se:

;<: X —0.5xy

y =—-0.75y + 0.25xy

que é exatamente o modelo inicial. E possivel notar que os valores obtidos no passo de
transformacdo dos parametros lineares para ndo lineares, os valores obtidos para os

parametros da diagonal secundéria, sdo positivos, quando na verdade deveriam ser
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negativos. 1sso aconteceu pois a natureza do sistema Presa-Predador proposto ja implica
sinais negativos nesses parametros, entdo quando substituimos as estimativas, obtém-se
0 sistema exatamente como ele foi concebido pela primeira vez.

A Figura 19 apresenta a simulagédo do sistema ndo linear Presa-Predador.
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Figura-19 Sistema de equacgdes Presa-Predador ndo linear utilizado na representacgéo e

validacéo do Filtro de Kalman

A Figura 20 resume 0 processo apresentado: inicia-se o processo pelo sistema
ndo linear; 1) o sistema ndo linear é linearizado; 2) o sistema linearizado, o qual ainda
esta em tempo continuo, é discretizado; 3) utiliza-se a identificacdo de Kalman para
determinar o valor dos parametros do sistema linear e discreto; 4) faz-se 0 processo
inverso de discretizacdo para que seja possivel obter os parametros para o sistema
linear; 5) faz-se o processo inverso de linearizacdo para que seja possivel obter os

parametros do sistema ndo linear; 6) retorna-se ao sistema néo linear inicial.
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Filtro de Kalman

Figura-20 Resumo do procedimento de representacgdo e validacdo do Filtro de Kalman

Foi possivel obter estimativas praticamente iguais aos parametros conhecidos a
priori, igualando assim os resultados encontrados pela literatura.

Posto isso, agora € o0 momento de aplicar esta rotina aos dados de indices de
acOes de bolsas de valores de diferentes partes do planeta. Os indices utilizados sdo: DJI
(Nova York), NIK (Japéo), IBOV (Brasil) e FTSE (Londres).

As Figuras 21 e 22 mostram duas regiGes no tempo em que os indices
apresentaram comportamento muito similar ao do sistema Presa-Predador, quando
observado o Plano de Fase. O IBOV faz o papel de presa e o DJI faz o papel de
predador. Essa escolha foi feita devido ao tamanho e importancia dos mercados e esse
raciocinio sera repetido para as outras combinacBes de indices apresentadas nesse
trabalho.
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E importante salientar que todos os indices foram normalizados pelo seu
respectivo valor méaximo, ou seja, toda a serie foi dividida pelo valor maximo do

periodo.
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Figura-21 Plano de Fase IBOV x DJI
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Figura-22 Plano de Fase IBOV x DJI
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A observacdo desses Planos de Fase mostra que a resposta de um indice dado os
pontos do outro indice é bastante amplificada. Nesses periodos ndo é possivel observar
movimentos suaves, esféricos, como aqueles observados no Plano de Fase do sistema
Presa-Predador. Portanto, isso representa um empecilno a estimagdo, pois tal
comportamento ndo é natural no sistema Presa-Predador.

Os proximos Planos de Fase sdo bastante parecidos com os das Figuras 21 e 22,
porém, em alguns deles o comportamento sera sensivelmente menos erratico que esse
apresentado. A explicacdo para isso estd na natureza dos mercados. O Brasil € um pais
emergente e oferece mais risco que mercados desenvolvidos como Estados Unidos,
Inglaterra e Japdo.

As Figuras 23 e 24 mostram os Planos de Fase para FTSE e DJI, presa e

predador respectivamente.
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Figura-23 Plano de Fase FTSE x DJI
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Figura-24 Plano de Fase FTSE x DJI

Observando a Figura 24, € possivel perceber uma maior simetria quando
comparada com as Figuras 21 ou 22. Isso mostra a natureza desenvolvida desses
mercados. As respostas de um indice com relacdo ao outro sdo mais suaves e
proporcionais.

As Figuras 25 e 26 novamente apresentam um mercado emergente, Brasil
(Presa), e um mercado desenvolvido, Inglaterra (Predador), de modo que é espera um
comportamento menos suave e desproporcional de respostas a movimentagdes dos

indices.
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Como era esperado, existe menos simetria nas Figuras 25 e 26 do que nas
Figuras 23 e 24 devido a maturidade dos mercados.
As Figuras 27 e 28 apresentam o espaco de fase para 0 modelo Presa e Predador,

respectivamente, IBOV e NIK.
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Figura-28 Plano de Fase IBOV x NIK

42



Mais uma vez o comportamento assimétrico se fez presente. As proximas
figuras, Figuras 29-32, consideram o NIK como presa e os indices DJI e FTSE como

predadores.
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Figura-30 Plano de Fase NIK x DJI
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Figura-32 Plano de Fase NIK x FTSE

Dos dados acima apresentados nas Figuras 21-32 foram selecionados aqueles
que apresentaram resultados na simulacdo que eram mais condizentes com aquilo que

era esperado.
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As Figuras 33-35 exibem as simulagdes do sistema Presa-Predador. As Figuras
33-35 mostram as simulagdes para a primeira regido (Figura 21) selecionada de IBOV e
DJI e exibem, respectivamente, a estimativa dos parametros, a simulacdo contra 0s

dados reais no tempo e a simulagdo contra os dados reais em plano de fase.

Estimativa do Parametro A(1,1) (a) Estimativa do Parametro A(1,2) (b)
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Figura-33 Identificacdo dos Parametros para IBOV e DJI

E possivel observar que a covariancia tende a zero a medida que o nimero de
iteracOes aumenta a0 mesmo tempo em que as estimativas convergem para valores
fixos.

O sinal das estimativas das Figuras 33 (b) e (c) sdo, respectivamente, positivo e
negativo. Seria esperado que o sinal de (b) também fosse negativo para este estar em
linha com o modelo Presa-Predador, porém isso ndao foi observado. Uma explicacdo
para isso pode ser derivada do tempo de simulacdo, pois os dados fornecidos podem néo

ter sido suficientes para que o Filtro de Kalman aprendesse com a série de dados.
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Figura-34 Simulacdo IBOV e DJI e dados reais

Observando a simulacdo da Figura 34, nota-se que o ajuste para os dados do DJI
é mais proximo dos dados reais do que se comparado com o ajuste dos dados do IBOV
para com os dados reais. Por outro lado, embora o ajuste para IBOV néo tenha sido téo
satisfatorio quanto o ajuste do DJI, o ajuste do IBOV respeita 0s movimentos de alta e
baixa quase que em sua totalidade quando observados os dados reais. Quando os dados
do IBOV apresentam tendéncia de alta ou baixa, o ajuste apresenta o mesmo

comportamento.
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Dados reais
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Figura-35 Simulagdo IBOV e DJI e dados reais em plano de fase

Tendo em vista que a simulacdo ndo apresentou um ciclo completo de picos e
vales, ndo foi possivel a formacdo completa da elipse no plano de fase desses dados.
Ainda assim, o centro da simulacdo é préximo ao centro da acumulacao dos dados reais
e ela ndo apresentou comportamento explosivo, como era esperado.

As Figuras 36-38 apresentam a mesma seqiiéncia que as das Figuras 33-35,

porém, agora s&o considerados os dados do FTSE e DJI (Figura 24).
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Figura-36 Identificacdo dos Parametros para FTSE e DJI

E possivel observar que a covariancia tende a zero a medida que o nimero de
iteracBes aumenta a0 mesmo tempo em que as estimativas convergem para valores
fixos.

O sinal das estimativas das Figura 36 (b) e (c) sdo, respectivamente, negativo e
positivo. Seria esperado que o sinal de (c) fosse negativo para este estar em linha com o
modelo Presa-Predador, porém isso ndo foi observado. Uma explicacdo para isso pode
ser derivada do tempo de simulagdo, pois os dados fornecidos podem ndo ter sido

suficientes para que o Filtro de Kalman aprendesse com a série de dados.
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Figura-37 Simulagdo FTSE e DJI e dados reais

Observando a simulacdo da Figura 37, nota-se que o ajuste para os dados do DJI
€ mais proximo dos dados reais, mais uma vez, do que se comparado com o ajuste dos
dados do FTSE para com os dados reais. O ajuste para FTSE foi relevante no inicio da
série, porém o movimento oscilatério apresentou uma frequiéncia maior que a dos dados
reais. J& no caso do DJI a freqliéncia do ajuste esta em linha com aquilo que € observado

nos dados reais.
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Figura-38 Simula¢do FTSE e DJI e dados reais em plano de fase

Devido a simulacdo ter apresentado ciclos completos de picos e vales, foi
possivel a formacdo de uma forma quase circular. O centro da simulagao é préximo ao
centro da acumulacédo dos dados reais, demonstrando assim uma proximidade de pontos
criticos e, por fim, a simulacdo ndo apresentou comportamento explosivo, como era
esperado.

As trés ultimas simulacdes foram feitas a partir dos dados de NIK e DJI
presentes na Figura 29. Respectivamente, sdo apresentadas nas Figuras 39-41 a
identificacdo dos parametros do sistema Presa-Predador, a simulacdo e os dados reais no
tempo e a simulacéo e os dados reais em plano de fase.
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Figura-39 Identificacdo dos Parametros para NIK e DJI

E possivel observar que a covariancia tende a zero a medida que o nimero de
iteracOes aumenta a0 mesmo tempo em que as estimativas convergem para valores
fixos.

O sinal das estimativas das Figuras 39 (b) e (c) sdo, respectivamente, positivo e
negativo. Seria esperado que o sinal de (b) fosse negativo para este estar em linha com o
modelo Presa-Predador, porém isso ndo foi observado. Uma explicacdo para isso pode
ser derivada do tempo de simulagédo, pois os dados fornecidos podem n&o ter sido

suficientes para que o Filtro de Kalman aprendesse com a série de dados.
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Figura-40 Simulacdo NIK e DJI e dados reais

Observando a simulacdo da Figura 40, nota-se que o ajuste para os dados do DJI
€ mais proximo dos dados reais, como nas duas simulagGes anteriores, do que se
comparado com o ajuste dos dados do NIK para com os dados reais. O ajuste para FTSE
tanto quanto para DJI apresentaram freqiiéncias muito parecidas com aquelas
observadas nos dados reais, onde picos e vales coincidem em muitas regiGes quando

observadas suas localiza¢6es no tempo.
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Figura-41 Simulacdo NIK e DJI e dados reais em plano de fase

Devido a simulacdo ter apresentado ciclos completos de picos e vales, foi
possivel a formagdo de uma forma quase circular. O centro da simulagcdo é préximo ao
centro da acumulacéo dos dados reais, demonstrando assim uma proximidade de pontos
criticos e, por fim, a simulacdo ndo apresentou comportamento explosivo, como era

esperado.
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5. Conclusao

Este trabalho buscou a compreensdo de sistemas dinamicos para que fosse
realizada a identificacdo de um sistema de equacbes, o0 modelo Presa-Predador, no
contexto de indices de acGes como populacdes de presas e predadores. A motivacdo
para isso foi a natureza dos movimentos das bolsas de valores, sendo que umas
representam um nivel mais maduro do mercado e outras apresentam caracteristicas de
mercados emergentes ou especulativos, como alta volatilidade e coeficientes de
correlacdo maiores do que 1 quando comparados a mercados mais consolidados.

Além disso, para compor o formato caracteristico das curvas do sistema Presa-
Predador, também foi pensado no tempo de atraso da informacdo entre as bolsas e sua
interpretacdo e entendimento do mercado, assim pode ser possivel que alguns mercados
se antecipem e outros se atrasem.

Foram identificados modelos utilizando dados dos indices DJI, NIKKEI 225 e
FTSE, pois estes apresentaram os resultados mais relevantes dentro do escopo deste
trabalho. Antes que a identificacdo fosse possivel, o modelo Presa-Predador foi
linearizado e discretizado com o0 método de Runge-Kutta, o qual é mais eficiente do que
0 método de Euler.

Percebeu-se que o Filtro de Kalman cumpre seu papel na identificacdo de
sistemas mas que os dados utilizados ndo possibilitaram resultados condizentes com o
esperado no quesito dos sinais das estimativas dos parametros na diagonal secundaria
do sistema Presa-Predador. Mesmo assim, foi possivel obter ajustes relevantes e
alinhados, em algumas regides do tempo, com o comportamento dos dados reais dos
indices estudados.

Um ponto que pode ser estudado em um futuro trabalho que vise o
aperfeicoamento da modelagem dos indices seria a utilizacdo de uma série de dados
maior para a identificacdo do modelo e entdo usar essas estimativas em cortes desse

intervalo. Desse modo o Filtro de Kalman possuira mais dados para poder aprender com
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a série e assim pode ser esperado um melhor ajuste e sinais condizentes com o modelo
Presa-Predador. Além disso, como segunda sugestdo, poderia ser utilizado o Filtro de
Kalman Estendido, este consegue lidar diretamente com equacdes ndo lineares e pode
trazer melhores estimativas pois ndo é necesséria toda a manipulacdo intrinseca nos
metodos de linearizag&o.
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ANEXOS

PROGRAMAS COMPUTACIONAIS COM ALGORITMOS EM MATLAB
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%ALGORITMO PARA OS DADOS IBOV E DJI

clc
clear all

global aok;
global bok;
global cok;
global dok;

load ibovdji2.txt;

ibovdji2(:,1)=ibovdji2(;, 1)/max(ibovdiji2(:, 1));
ibovdji2(:,2)=ibovdji2(;,2)/max(ibovd;ji2(:,2));

Al1=0;
A2=0;
A3=0;
A4=0;
tempof=Ilength(ibovdji2)-1;

P=[150 0;0 150];

cov(1)=P(1,1);

for k=1:tempof;
t(k)=k;

X(k,1)=ibovdji2(k,1);

X(k,2)=ibovdji2(k,2);

ganho=1+[X(k,1) X(k,2)]*P*[X(k,1) X(k,2)];
K=P*[X(k,1);X(k,2)]/ganho;

P=P-K*[X(k,1) X(k,2)]*P;
A1=A1+K(1,1)*(ibovdji2(k+1,1)-[X(k,1) X(k,2)]*[AL;A2]);
A2=A2+K(2,1)*(ibovdji2(k+1,1)-[X(k,1) X(k,2)]*[AL;A2]);
A3=A3+K(1,1)*(ibovdji2(k+1,2)-[X(k,1) X(k,2)]*[A3;A4]);
A4=A4+K(2,1)*(ibovdji2(k+1,2)-[X(k,1) X(k,2)]*[A3;A4]);

ad(k)=A1,
bd(k)=A2;
cd(k)=A3;
dd(k)=A4;
cov(k)=P(1,1);
end

%Ildentificacao da matriz discreta
%figure(1)
%subplot(321)
%plot(ad)
%subplot(322)
%plot(bd)
%subplot(323)
%plot(cd)
%subplot(324)
%plot(dd)
%subplot(325)
%plot(cov)

AD=[Al A2;A3 Ad]

%identificacao dos parametros do sistema linear
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T=150;
aL=(Al-1)/T;
bL=A2/T;
CL=A3/T;
dL=(A4-1)/T;

AL=[aL bL;cL dL]

%identificacao dos parametros do sistema nao linear
xn=0.6;
yn=0.3;

b=(bL)/xn;
d=cL/yn;
a=aL-(b*yn);
c=+dL-(d*xn);

ANL=[a b;c d]

aok=a;
bok=b;
cok=c;
dok=d;

t0=0;

tf=tempof;

inicial=[ibovdji2(2,1) ibovdji2(2,2)]’;
options=odeset('RelTol',1e-6,'AbsTol',[1e-6 1e-6]);
[t,y]=ode45('presapredadormona’,[tO tf],inicial,options);

tempo=L1:tf;

figure(2)
plot(ibovdji2(:,1),ibovd;ji2(:,2))
xlabel('IBOV);

ylabel('DJI");

figure(3)
plot(t,y(:,1),--b"t,y(:,2),"--r")

hold on
plot(tempo,ibovdji2(1:tf,1),-b',tempo,ibovdji2(1:tf,2),-r")
figure(4)
plot(ibovdji2(1:tf,1),ibovdji2(1:tf,2))
hold on

pIOt(y(vl)vy( !2)1l'rl)
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%Algoritmo para os dados de FTSE e DJI

clc
clear all

global aok;
global bok;
global cok;
global dok;

load ftsedji2.txt;

ftsedji2(:,1)=ftsedji2(:, 1)/max(ftsed;ji2(:, 1));
ftsedji2(:,2)=ftsedji2(:, 2)/max(ftsed;ji2(:,2));

Al1=0;
A2=0;
A3=0;
A4=0;
tempof=length(ftsedji2)-1;

P=[270 0;0 400];

cov(1)=P(1,1);

for k=1:tempof;
t(k)=k;

X(k,1)=ftsedji2(k,1);

X(k,2)=ftsedji2(k,2);

ganho=1+[X(k,1) X(k,2)]*P*[X(k,1) X(k,2)];
K=P*[X(k,1);X(k,2)]/ganho;

P=P-K*[X(k,1) X(k,2)]*P;
A1=A1+K(1,1)*(ftsedji2(k+1,1)-[X(k,1) X(k,2)]*[AL;A2]);
A2=A2+K(2,1)*(ftsedji2(k+1,1)-[X(k,1) X(k,2)]*[AL;A2]);
A3=A3+K(1,1)*(ftsedji2(k+1,2)-[X(k,1) X(k,2)]*[A3;A4]);
Ad=A4+K(2,1)*(ftsedji2(k+1,2)-[X(k,1) X(k,2)]*[A3;A4]);

ad(k)=A1,
bd(k)=A2;
cd(k)=A3;
dd(k)=A4;
cov(k)=P(1,1);
end

%Ildentificacao da matriz discreta
figure(1)

subplot(321)

plot(ad)

xlabel('NUmero de Iteracdes");
ylabel("Valor do Parametro Estimado");
title('Estimativa do Parametro A(1,1) (a)");
grid

subplot(322)

plot(bd)

xlabel('Numero de Iteragdes');
ylabel('Valor do Pardmetro Estimado’);
title('Estimativa do Pardmetro A(1,2) (b)");
grid

subplot(323)

plot(cd)
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xlabel('NUmero de Iteracdes");
ylabel("Valor do Parametro Estimado’);
title('Estimativa do Pardmetro A(2,1) (c)?;
grid

subplot(324)

plot(dd)

xlabel('Numero de lteragdes');
ylabel("Valor do Parametro Estimado");
title('Estimativa do Parametro A(2,2) (d)";
grid

subplot(325)

semilogy(cov)

xlabel('NUmero de lteracdes");
ylabel("Valor do Parametro Estimado’);
title('Covariancia (e)");

AD=[Al A2;A3 Ad]

%identificacao dos parametros do sistema linear
T=1000;

alL=(Al-1)/T;

bL=A2/T;

cL=A3/T;

dL=(A4-1)/T;

AL=[aL bL;cL dL]

%identificacao dos parametros do sistema nao linear
xn=0.15;
yn=0.68;

b=(bL)/xn;
d=cL/yn;
a=aL-(b*yn);
c=+dL-(d*xn);

ANL=[a b;c d]

aok=a;
bok=b;
cok=c;
dok=d;

t0=0;

tf=tempof;

inicial=[ftsedji2(2,1) ftsedji2(2,2)]’;
options=odeset('RelTol',1e-6,'AbsTol',[1e-6 1e-6]);
[t,y]=0de45('presapredadormono’,[tO tf],inicial,options);

tempo=1:tf;

figure(2)
plot(ftsed;i2(:,1),ftsedji2(:,2))
xlabel('FTSE");

ylabel('DJI");

figure(3)
plot(t,y(:,1),-b'",t,y(:,2),-xb")
hold on
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plot(tempo,ftsedji2(1:tf,1),--b',tempo,ftsedji2(1:tf,2),"--xb")
xlabel('Tempo’);

ylabel('Pontos’);

figure(4)

plot(ftsed;ji2(1:tf,1),ftsedji2(1:tf,2))

hold on

plot(y(:,1),y(:,2),--r")

xlabel('FTSE");

ylabel('DJI");

%Algoritmo para os dados de NIK e DJI

clc
clear all

global aok;
global bok;
global cok;
global dok;

load nikdjil.txt;

nikdjil(:,1)=nikdjil(:,1)/max(nikdjil(:,1));
nikdjil(:,2)=nikdjil(:,2)/max(nikdjil(:,2));

A1=0;
A2=0;
A3=0;
A4=0;
tempof=length(nikdjil)-1;

P=[211 0;0 211];

cov(1)=P(1,1);

for k=1:tempof;
t(k)=k;

X(k,1)=nikdji1(k,1);

X(k,2)=nikdji1(k,2);

ganho=1+[X(k,1) X(k,2)]*P*[X(k,1) X(k,2)]’;
K=P*[X(k,1);X(k,2)]/ganho;

P=P-K*[X(k,1) X(k,2)]*P;
Al=A1+K(1,1)*(nikdjil(k+1,1)-[X(k,1) X(k,2)]*[AL;A2]);
A2=A2+K(2,1)*(nikdjil(k+1,1)-[X(k,1) X(k,2)]*[AL;A2]);
A3=A3+K(1,1)*(nikdjil(k+1,2)-[X(k,1) X(k,2)]*[A3;A4]);
Ad=A4+K(2,1)*(nikdjil(k+1,2)-[X(k,1) X(k,2)]*[A3;A4]);

ad(k)=A1,;
bd(k)=A2;
cd(k)=A3;
dd(k)=A4;
cov(k)=P(1,1);
end

%Ildentificacao da matriz discreta
figure(1)

subplot(321)

plot(ad)

xlabel('Numero de Iteragdes');
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ylabel("Valor do Parametro Estimado");
title('Estimativa do Pardmetro A(1,1) (a)");
grid

subplot(322)

plot(bd)

xlabel('Numero de lteragdes');
ylabel("Valor do Parametro Estimado’);
title('Estimativa do Parametro A(1,2) (b)";
grid

subplot(323)

plot(cd)

xlabel('NUmero de Iteracdes");
ylabel("Valor do Parametro Estimado");
title('Estimativa do Pardmetro A(2,1) (c)?;
grid

subplot(324)

plot(dd)

xlabel('Numero de lteragdes');
ylabel("Valor do Parametro Estimado’);
title('Estimativa do Parametro A(2,2) (d)";
grid

subplot(325)

semilogy(cov)

xlabel('NUmero de Iteracdes");
ylabel("Valor do Parametro Estimado’);
title('Covariancia (e)");

AD=[Al A2;A3 Ad]

%identificacao dos parametros do sistema linear
T=123;

aL=(A1-1)/T;

bL=A2/T;

CL=A3/T;

dL=(A4-1)/T;

AL=[aL bL;cL dL]

%identificacao dos parametros do sistema nao linear
xn=0.197,
yn=0.747,

b=(bL)/xn;
d=cL/yn;
a=aL-(b*yn);
c=+dL-(d*xn);

ANL=[a b;c d]

aok=a;
bok=b;
cok=c;
dok=d;

t0=0;

tf=tempof;

inicial=[nikdji1(2,1) nikd;i1(2,2)]’;
options=odeset('RelTol',1e-6,'AbsTol',[1e-6 1e-6]);
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[t,y]=0de45('presapredadormono’,[tO tf],inicial,options);

tempo=1:tf;

figure(2)
plot(nikdjil(:,1),nikdjil(:,2))
xlabel('NIK");

ylabel('DJI");

figure(3)
plot(t,y(:,1),-b',t,y(:,2),-xb")

hold on
plot(tempo,nikdjil(1:tf,1),--b',tempo,nikdjil(1:tf,2),"--xb")
xlabel("Tempo?);

ylabel('Pontos');

figure(4)
plot(nikdjil(1:tf,1),nikdjil(1:tf,2))
hold on

pIOt(y(:,1),y(:,2),'--r')
xlabel('NIK");

ylabel('DJI");

%Algoritmo para simulacéo através do método de Runge Kutta
do sistema
%Presa-Predador

function dx=presapredadormono(t,x);

global aok;
global bok;
global cok;
global dok;

dx=[aok*x(1)+bok*x(1)*x(2);cok*x(2)+dok*x(1)*x(2)];
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